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Úvod

Túto prácu som rozdelila na tri časti. 

V prvej časti pojednávam o základoch teórie čísel, kongruenciách modulo m, číselno-teoretických funkciách a riešení rovníc modulo m.

V druhej časti sa venujem systému PARI, príkazom na pojmy uvedené v prvej kapitole. Každý príkaz ukážem ako sa zapisuje, čo vlastne robí a uvediem nejaké príklady na jeho použitie.

V tretej časti sa zaoberám Fermatovými číslami a výpočtom pomocou systému PARI.

1 Základy teórie čísel

Teória čísel sa zaoberá štúdiom vlastností celých čísel, súvisiacich najmä s deliteľnosťou.

1.1  Teória deliteľnosti

1.1.1 Základné pojmy

Každé celé číslo a sa dá vyjadriť jediným spôsobom pomocou kladného celého čísla b v tvare a = b . q + r.

Číslo q sa nazýva neúplným podielom a číslo r zvyškom pri delení čísla a číslom b. Špeciálny význam má prípad, kedy sa zvyšok rovná 0. Vtedy hovoríme, že číslo a je deliteľné číslom b alebo číslo a je násobkom čísla b alebo číslo b je deliteľom čísla a. 

Celé číslo a je deliteľné číslom b ≠ 0, keď existuje také celé číslo q, že a = b . q.

Skutočnosť, že číslo b je deliteľom čísla a, budeme zapisovať b|a. 

Medzi základné vlastnosti deliteľnosti patrí skutočnosť, že číslo 0 je deliteľné každým celým číslom, ale samo nemôže byť deliteľom. Ďalej, že deliteľnosť nezávisí od znamienka, presnejšie:

Veta 1.1.1: Ak a|b, tak (–a)|b, (–a)|(–b) a a|(–b).

Dôkaz: Dokážeme len prvé tvrdenie. Ak a|b, tak existuje celé číslo q, pre ktoré platí 

a = b . q. Potom však (–a) = b(–q) (ak q je celé číslo, je ním aj –q), to znamená, že (–a)|b.

Pre ľubovoľné celé číslo a ≠ 0 platí a|a. Hovoríme, že vzťah deliteľnosti je reflexívny. 

Ak a|b, b|c, tak a|c. Hovoríme, že vzťah deliteľnosti je tranzitívny.

Veta 1.1.2: Nech a|b, a|c. Potom pre ľubovoľné celé čísla x a y platí a|bx + cy.

Dôkaz: Ak vychádzame z predpokladov vety, môžeme písať: b = a . p, c = a . q, kde p a q sú celé čísla. Potom bx + cy = a . p . x + a . q. y = a(px + cy). Číslo px + cy je celé, a preto posledná rovnosť znamená, že a je deliteľom čísla bx + cy.

1.1.2 Najväčší spoločný deliteľ a najmenší spoločný násobok celých čísel

Nech a a b sú nenulové celé čísla. Ak o celom čísle c platí c|a, c|b, tak hovoríme, že c je spoločným deliteľom čísel a a b. Zrejme číslo 1 je spoločným deliteľom ľubovoľných dvoch čísel. dve čísla môžu mať len konečne mnoho spoločných deliteľov. Preto spomedzi spoločných deliteľov dvoch čísel možno vybrať najväčšie číslo, ktoré budeme nazývať najväčším spoločným deliteľom čísel a a b a budeme ho označovať (a, b). Je zrejmé, že 

(a, a) = a a (a, 1) = 1.

Ak (a, b) = 1, tak hovoríme, že čísla a a b sú nesúdeliteľné. Priamo z definície najväčšieho spoločného deliteľa sa dá odvodiť, že čísla 
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 sú nesúdeliteľné. Ak by totiž uvedené dve čísla mali spoločného deliteľa c > 1, tak by obidve boli deliteľné číslom c(a, b) a to je v spore s tým, že (a, b) je ich najväčší spoločný deliteľ. 

Veta 1.1.3: Ak (a, b) = n, tak existujú také celé čísla x0 a y0, že n = ax0 + by0.

Dôkaz: Skúmajme všetky čísla v tvare ax + by, kde x a y prebieha všetky celé čísla. Medzi týmito číslami budú aj kladné. Nech s je najmenšie kladné číslo, ktoré možno zapísať v tvare ax + by. Dokážeme, že s = n. Označme x0 a y0 tie celé čísla, pre ktoré 

ax0 + by0 = s. Nech q a r sú také celé čísla, že platí: a = s . q + r, 0 ≤ r < s. Potom 

r = a – s . q = a – (ax0 + by0) . q = a(1 – qx0) + b(–qy0). Teda r je nezáporné číslo v tvare ax + by a je menšie ako s. To je možné, len keď r = 0, pretože s je najmenšie kladné číslo v tomto tvare, a tak s|a. Podobne by sme dokázali, že s|b. Číslo s je spoločným deliteľom čísel a a b, a preto nemôže prevyšovať ich najväčšieho spoločného deliteľa: s ≤ n. Na druhej strane, číslo s = ax0 + by0 je deliteľné číslom n, preto platí n ≤ s. Teda 

n = s = ax0 + by0.
Dôsledok: Ak m je celočíselný násobok čísla (a, b), tak existujú také celé čísla X a Y, že 
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Najväčším spoločným deliteľom dvoch nenulových celých čísel a a b nazývame číslo d s vlastnosťami:

a) d|a, d|b,

b) ak celé číslo c je deliteľom a aj b, tak je deliteľom aj čísla d.

Veta 1.1.4: Ak a|bc, pričom (a, b) = 1, tak a|c.

Dôkaz: Z podmienky (a, b) = 1 vyplýva, že existujú také celé čísla x, y, že 1 = ax + by. Vynásobme túto rovnicu číslom c: c = cax + cby. Podľa predpokladu a|bc a vety 1.1.2 je pravá strana rovnosti deliteľná číslom a, a preto musí byť ním deliteľná aj ľavá strana, čiže c.
Najväčší spoločný deliteľ viac ako dvoch nenulových celých čísel sa definuje analogicky: je to najväčšie číslo zo spoločných deliteľov. Podobne ako v prípade dvoch čísel, čísla 
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 nazývame nesúdeliteľnými, ak ich najväčší spoločný deliteľ je 1. a nazývame ich po dvoch nesúdeliteľnými, ak 
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 pre všetky i, j = 1, ..., n, i ≠ j .

Najmenším spoločným násobkom dvoch celých čísel a a b nazývame najmenšie prirodzené číslo [a, b] s vlastnosťou a|[a, b], b|[a, b].

Veta 1.1.5: Ak a a b sú prirodzené čísla, tak
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Dôkaz: Označme (a, b) = d. Nech a = a1d, b = b1d. Nech M je spoločným násobkom čísel a a b. Potom platí M = as = a1ds , M = bt = b1dt, kde s a t sú prirodzené čísla. Potom a1ds = b1dt, čiže a1s = b1t. Z toho vyplýva, že a1|b1t. Z rovnosti 
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 vyplýva, že (a1, b1) = 1, a preto na základe vety 1.1.4 máme a1|t, čiže t = va1 (kde v je prirodzené číslo). Možno písať 
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. Každý spoločný násobok čísel a a b je číslo, ktoré má tvar  
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1.1.3 Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus slúži na hľadanie najväčšieho spoločného deliteľa dvoch čísel. Nech teda a ≥ b sú celé čísla. v súlade s jednoznačnosťou zápisu čísla a pomocou čísla b nájdeme rad rovností:
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a dostaneme (a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = ... = (rn-1, rn) = rn. Prichádzame k tomuto výsledku: Najväčší spoločný deliteľ čísel a a b je rovný rn, t.j. poslednému nenulovému zvyšku. 

Veta 1.1.6 (Bézoutova rovnosť): Pre ľubovoľné celé čísla a a b existujú celé čísla u, v také, že a.u + b.v = (a, b).

Dôkaz: Stačí dokázať pre prirodzené čísla a, b. Ak postupujeme v Euklidovom algoritme smerom zdola nahor, postupne dostávame: (a, b) = rn = rn-2 – rn-1.qn = 

= rn-2 –( rn-3 – rn-2qn-1).qn = ... = a.u + b.v.
1.1.4 Prvočísla

Prvočíslo je každé celé číslo väčšia od 1, ktoré je deliteľné 1 a sebou samým. Číslo, ktoré má okrem 1 a seba sama aj iné kladné delitele, sa nazýva zložené číslo. 

Veta 1.1.7: Každé zložené číslo možno písať v tvare súčinu prvočísel.

Dôkaz: matematickou indukciou: najmenšie zložené číslo je 4, pre ktoré platí 4 = 2 . 2, čiže tvrdenie je správne. Predpokladajme, že tvrdenie je pravdivé pre všetky zložené čísla menšie ako n. Keď n je zložené číslo, možno ho napísať v tvare n = a . b, kde 1 < a < n, 

1 < b < n. Číslo a je buď prvočíslo, alebo zložené číslo menšie ako n, a tak podľa indukčného predpokladu ho možno napísať v tvare súčinu prvočísel. To isté platí aj o b, a tak aj n možno písať v tvare súčinu prvočísel (lebo je súčinom a a b).

Veta 1.1.8 (Základná veta aritmetiky): Každé prirodzené číslo n > 1 sa dá vyjadriť jediným spôsobom v tvare 
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Dôkaz: Možnosť takého vyjadrenia zložených čísel sme už ukázali (dôkaz vety 1.1.7). Ak n je prvočíslo, tak stačí, keď k = 1, p1 = n a 1 = 1. Teraz už len treba dokázať, že pre každé prirodzené číslo existuje jediné také vyjadrenie. Predpokladajme, že pre nejaké n existujú dve vyjadrenia v kanonickom tvare 
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 vystupuje na pravej strane aspoň toľko prvočísel ako na ľavej, teda k ≤ s. Podobne by sme ukázali, že s ≤ k. Pretože pi a qj sú usporiadané podľa veľkosti, z uvedených úvah vyplýva, že p1 = q1, ..., pk = qk. Musíme ešte dokázať, že i = i pre i = 1, 2, ..., k. To dokážeme nepriamo. Predpokladajme napr., že i > i. Potom z rovnosti 
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. Číslo i – i > 0 a preto ľavá strana rovnosti je deliteľná číslom pi, ale pravá nie je, a to je spor. Podobne by sme postupovali v prípade i > i, takže pre všetky i = 1, ..., k platí i = i. To ale znamená, že každé dve vyjadrenia čísla n v kanonickom tvare sú totožné, a tak ľubovoľné n možno vyjadriť v kanonickom tvare jediným spôsobom.

Veta 1.1.9: Najmenší od jedničky rôzny deliteľ zloženého čísla a (ktorý bude prvočíslom) nie je väčší než 
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Dôkaz: Nech je tým deliteľom q. potom a = qa1, a1 ≥ q. Ak tu vynásobíme a skrátime číslom a1, dostaneme a ≥ q2, q ≤ 
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Veta 1.1.10: Prvočísel je nekonečne mnoho. 

Dôkaz: Správnosť tejto vety vyplýva z toho, že nech sú p1, p2, ..., pk akékoľvek rôzne prvočísla, je možné vytvoriť nové prvočíslo, ktoré medzi nimi nie je obsiahnuté. Takým prvočíslom bude prvočiniteľ súčtu p1p2 ... pk + 1, ktorý, ako deliteľ tohto súčtu, nemôže splývať so žiadnym z prvočísel p1, p2, ..., pk.

Erastothenovo sito: Hľadáme prvočísla menšie N. Vypíšeme všetky čísla 1, 2, ..., N. prvé číslo väčšie 1 je 2. je deliteľné 1 a sebou samým, teda je prvočíslom. Vyškrtneme všetky čísla deliteľné 2. Ďalšie nevyškrtnuté číslo je 3. aj to je prvočíslom, teda vyškrtneme všetky čísla deliteľné 3. takto postupujeme ďalej až po číslo 
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Veta 1.1.11: Nech 
[image: image26.wmf]k

k

p

p

p

a

a

a

a

...

2

1

2

1

=

. Potom každý deliteľ čísla a má tvar 
[image: image27.wmf]k

k

p

p

p

d

b

b

b

...

2

1

2

1

=

, pričom i sú celé čísla a platí 0 ≤ i ≤ i.

Dôkaz: Nech d delí číslo a. V tom prípade a = dq, a teda všetky prvočinitele d sú obsiahnuté v kanonickom rozklade a s mocniteľmi, nie menšími než tými, s ktorými sú obsiahnuté v kanonickom rozklade d. Preto je d takého tvaru. Naopak každé d tohto tvaru delí a.

1.2  Dôležité funkcie v teórii čísel

1.2.1 Funkcie [x] a {x}
Funkcia [x] je definovaná pre všetky reálne x ako najväčšie celé číslo neprevyšujúce x. nazýva sa celá časť čísla x.

Funkcia {x} definovaná ako x – [x], nazýva sa lomená časť čísla x.

Aritmetickú funkciu  definujeme takto: pre všetky n 
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 N značí (n) počet všetkých prirodzených deliteľov čísla n.

Veta 1.2.1: Ak 
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Dôkaz: Z kanonického tvaru čísla n vyplýva, že každý prirodzený deliteľ čísla n je tvaru 
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Ak 
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. Funkcia (n) vyjadruje súčet všetkých deliteľov čísla n.

1.2.2 Möbiova  a Eulerova funkcia

Möbiova funkcia (n) je definovaná pre všetky kladné celé čísla n: (n) = 0 ak n je deliteľné štvorcom (12, 22, 32, ...) rôznym od jedničky a (n) = (–1)k ak n nie je deliteľné štvorcom rôznym od jedničky, pričom k je počet prvočiniteľov čísla n. Špeciálne pre n = 1 kladieme k = 0, a preto (1) = 1.

Eulerova funkcia (n) je definovaná pre všetky kladné celé čísla n ako počet prirodzených čísel menších ako n a nesúdeliteľných s n.

Veta 1.2.2: Nech p je prvočíslo,  je prirodzené číslo. Potom platí: (p) = p-1(p-1).

Dôkaz: Vezmime prirodzené čísla 1, 2, ..., p a uvažujme, ktoré z týchto čísel sú súdeliteľné s p. Zrejme to musia byť práve všetky násobky čísla p, t.j. čísla tvaru tp, kde 

1 ≤ t ≤ p-1. Týchto čísel je celkom p-1, tzn., že potom (p) = p – p-1 = p-1 (p –1).

Veta 1.2.3: Nech n je prirodzené číslo väčšie ako 1 a nech 
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je kanonický rozklad čísla n. Potom 
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Dôkaz: Pretože 
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, čo je žiadaný vzťah.

1.3  Kongruencia

1.3.1 Základné pojmy

Modulom nazveme celé kladné číslo m, ktorým delíme so zvyškom celé čísla. 

Nech a, b a m 
[image: image38.wmf]Î

 Z (množina všetkých celých čísel), pričom m > 1. budeme hovoriť, že číslo a je kongruentné s číslom b podľa modulu m, ak m|(a – b). Zapisujeme to: 

a ≡ b(mod m). Číslo a nazývame ľavou, číslo b pravou stranou kongruencie. 

Vzťah kongruencie je

a) reflexívny, t.j. a ≡ a(mod m),

b) symetrický, t.j. ak a ≡ b(mod m), tak b ≡ a(mod m),

c) tranzitívny, t.j. ak a ≡ b(mod m), b ≡ c(mod m), tak a ≡ c(mod m), pričom a, b, c
[image: image39.wmf]Î

Z, m > 1 a je prirodzené číslo.

Ekvivalentné zápisy:

a) a ≡ b(mod m),
b) 
[image: image40.wmf]Z
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t

: a = mt + b, 

c) m|(a – b),
d) [a]m = [b]m,

1.3.2 Vlastnosti kongruencií

Veta 1.3.1: Ak a ≡ b(mod m) a c je ľubovoľné celé číslo tak a + c ≡ b + c(mod m).

Dôkaz: Ak a ≡ b(mod m), tak m|(a – b). Pritom platí (a + c) – (b + c) = a – b, a tak 

m|[(a + c) – (b + c)], teda a + c ≡ b + c(mod m).

Veta 1.3.2: Nech a1 ≡ b1(mod m), a2 ≡ b2(mod m), ... , ak ≡ bk(mod m). Potom platí:

a) a1 + a2 + ... + ak ≡ b1 + b2 + ... + bk(mod m),

b) a1 . a2 . ... . ak ≡ b1 . b2 . ... . bk(mod m).

Dôkaz: Ak je ai ≡ bi(mod m), tak existuje ti 
[image: image41.wmf]Î

Z tak, že ai = bi + mti, a teda

a1 + ... + ak = b1 + ... + bk + m(t1 + ... + tk), odkiaľ plynie a), resp. a1 . ... . ak = 

= (b1 + mt1).( b2 + mt2). ... .(bk + mtk) = b1 . b2 . ... . bk + mt, kde t 
[image: image42.wmf]Î

Z, odkiaľ plynie b).

Dôsledok: Ak  a ≡ b(mod m) nech n je prirodzené číslo a c je ľubovoľné celé číslo, tak

a) a + c ≡ b + c(mod m), resp. ac ≡ bc(mod m),

b) an ≡ bn(mod m),

c) an≡bn(mod mn).

Veta 1.3.3: Nech a ≡ b(mod m) a nech d je celé číslo s vlastnosťami: d|a, d|b a 

(d, m) = 1. Potom 
[image: image43.wmf]d
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 ≡ 
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(mod m).

Dôkaz: Nech a = a1d, b = b1d. Podľa predpokladu máme m|d(a1 – b1). Z toho dostaneme m|(a1 – b1), pretože (d, m) = 1. To ale znamená a1 ≡ b1(mod m), čiže 
[image: image45.wmf]d
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 ≡ 
[image: image46.wmf]d

b

(mod m).
 Veta 1.3.4: Nech a ≡ b(mod m) a nech d je spoločným deliteľom čísel a, b, m (d > 1). Potom  
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(mod 
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Dôkaz: Ak a ≡ b(mod m), tak existuje také celé číslo c, že platí a – b = mc.  Deľme túto rovnosť číslom d, dostaneme 
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1.3.3 Úplná a redukovaná sústava zvyškov

Každé celé číslo n môžeme zapísať v tvare n = m . q + r, kde 0 ≤ r < m. Ri nech je množina všetkých tých celých čísel, ktorých zvyšok pri delení číslom m je i. Množiny Ri(m) nazývame zvyškovými triedami podľa modulu m. Zvyškové triedy sú po dvoch disjunktné a každé celé číslo patrí do jednej z nich.

Veta 1.3.5: Celé čísla a a b patria do tej istej triedy modulo m vtedy a len vtedy, keď a ≡ b(mod m). 

Dôkaz: Vyjadrime čísla a, b 
[image: image52.wmf]Î

Ri v tvare a = m . q + i, b = m . p + i. Dostaneme 

a – b = m(q – p), a tak a ≡ b(mod m). Obrátene: Nech a ≡ b(mod m) a nech a = mq + i, 

b = mp + j (0 ≤ i, j < m). Predpokladajme, že i > j. Potom m|(a – b) = [m(q – p) + (i – j)] a z toho dostávame m|(i – j). To je ale spor, pretože 0 < i – j < m. Podobne vznikne spor aj pri predpoklade i < j. Musí teda platiť i = j, a tak čísla a a b patria do tej istej zvyškovej triedy. 

Úplným zvyškovým systémom modulo m nazývame m-ticu čísel x0, ..., xm-1, ak xi
[image: image53.wmf]Î

Ri pre i = 0, ..., m – 1. Vo všeobecnosti čísla 0, 1, ..., m – 1 tvoria vždy úplný zvyškový systém modulo m. Nazývame ich aj najmenšími nezápornými zvyškami. 

Hovoríme, že zvyšková trieda Ri podľa modulu m je redukovaná, ak (i, m) = 1. 

Dôsledok: Ak Ri je redukovaná zvyšková trieda modulo m, tak pre ľubovoľné x
[image: image54.wmf]Î

Ri platí (x, m) = 1. 

Hovoríme, že (m)-tica čísel y1, ..., y(m) tvorí redukovaný zvyškový systém modulo m, ak čísla yi sú vybrané po jednom z redukovaných zvyškových tried.

Veta 1.3.6: Ak y1, ...,y(m) je redukovaný zvyškový systém modulo m a (m, c) = 1, tak aj cy1, ..., cy(m) je redukovaný zvyškový systém podľa modulu m.

Dôkaz: Čísla y1, ..., y(m) patria do rôznych zvyškových tried a to isté možno povedať aj o číslach cy1, ..., cy(m), pretože z kongruencie cyi ≡ cyj (mod m) vyplýva z (m, c) = 1 na základe vety 1.3.3 xi ≡ xj (mod m). počet čísel cyi je (m), a pritom (cyi, m) = 1. Teda čísla cyi sú vybrané po jednom z redukovaných zvyškových tried.

Veta 1.3.7: Nech x1, ..., x(m) a y1, ..., y(m) sú ľubovoľné redukované zvyškové systémy modulo m. Potom x1x2...x(m) ≡ y1y2...y(m)(mod m).

Dôkaz: Každé xi je kongruentné práve s jedným yj (pretože obidve skupiny sú vybrané po jednom prvku z redukovaných zvyškových tried). Dôkaz tejto vety plynie z vety 1.3.2.

1.3.4 Fermatova a Eulerova veta

Veta 1.3.8: (Malá Fermatova veta). Ak p je prvočíslo a c nie je deliteľné číslom p, tak cp–1 ≡ 1(mod p).

Táto veta je špeciálnym prípadom Eulerovej vety, preto ju nebudem dokazovať.

Veta 1.3.9: (Eulerova veta). Ak (c, m) = 1, tak c(m) ≡ 1(mod m).

Dôkaz: Označme (m) = t. Vezmime ľubovoľný redukovaný zvyškový systém modulo m: y1, ..., yt. Podľa vety 1.3.6 bude redukovaným zvyškovým systémom aj skupina cy1, ..., cyt. Pritom podľa vety 1.3.7 platí y1...yt ≡ cy1...cyt(mod m), čiže y1...yt ≡ ct(y1...yt)(mod m). Čísla yj sú nesúdeliteľné s m (sú z redukovaných zvyškových tried), a platí (y1...yt, m) = 1. Teraz použijeme vetu 1.3.4 a máme c(m) ≡ 1(mod m).

1.4  Kongruencie o jednej neznámej

V kongruencii sa môže vyskytnúť neznáma veličina, ktorej hodnota môže byť kongruenciou do určitej miery určená. Hľadanie tých hodnôt neznámej, pre ktoré je daná kongruencia správna, sa nazýva riešením kongruencie. 

1.4.1 Lineárna kongruencia

Všeobecný tvar lineárnej kongruencie s jednou neznámou je ax ≡ b(mod m). Riešením tejto lineárnej kongruencie nazývame takú zvyškovú triedu Rx(m), že platí m|(ax – b). Kongruencia sa nazýva riešiteľná, ak má aspoň jedno riešenie. 

Veta 1.4.1: Lineárna kongruencia ax ≡ b(mod m) je riešiteľná vtedy a len vtedy, keď (a, m)|b.

Nech y
[image: image55.wmf]Î

Z je riešením lineárnej kongruencie a nech y
[image: image56.wmf]Î

Ri(m). Potom všetky prvky množiny Ri sú riešením lineárnej kongruencie. Teda riešiteľná lineárna kongruencia má nekonečne mnoho riešení. Môže sa však stať, že kongruencia má aj viac takých riešení, ktoré nepatria do tej istej zvyškovej triedy. Tieto sa potom nazývajú nekongruentné riešenia. 

Veta 1.4.2: Ak (a, m)|b, tak lineárna kongruencia ax ≡ b(mod m) má práve (a, b) navzájom nekongruentných riešení.

Riešením lineárnej kongruencie je vždy nejaká (celá) zvyšková trieda podľa modulu m, ktorá obsahuje nejaký nezáporný prvok neprevyšujúci m, tzv. najmenší nezáporný zvyšok. To znamená, že na to, aby sme našli všetky riešenia nejakej lineárnej kongruencie podľa modulu m, stačí sa presvedčiť len o číslach 0, 1, ..., m – 1, či sú riešeniami. Táto metóda však nie je vhodná v prípade väčšieho modulu.

Ďalšia metóda je založená na Eulerovej vete. Spočíva na skutočnosti, že keď máme kongruenciu ax ≡ b(mod m), pričom (a, m) = 1, potom číslo a(m)-1b je jedným jej riešením. Skutočne a(a(m)-1b) = a(m)b ≡ b(mod m).

1.4.2 Sústava lineárnych kongruencií

Majme sústavu lineárnych kongruencií

a1x ≡ b1(mod m1)

a2x ≡ b2(mod m2)


[image: image57.wmf]M


akx ≡ bk(mod mk).

Riešiť sústavu lineárnych kongruencií o jednej neznámej, ale s rôznymi a pritom po dvoch nesúdeliteľnými modulmi, t.j. nájsť všetky hodnoty x, ktoré jej vyhovujú, je možné použitím nasledujúcej vety.

Veta 1.4.3: Nech čísla Ms a M´s sú definované podmienkami m1.m2. ... .mk = Msms, MsM´s ≡ 1(mod ms) a nech x0  = M1M´1b1 + M2M´2b2 + ... + MkM´kbk. Potom súhrn hodnôt x vyhovujúcich sústave je určený kongruenciou x ≡ x0(mod m1.m2. ... .mk).

Veta 1.4.4: Ak prebiehajú b1, b2, ..., bk nezávisle jedno na druhom úplné sústavy zvyškov podľa modulov m1, m2, ..., mk, tak x0 prebieha úplnú sústavu zvyškov podľa modulu m1.m2. ... .mk.

1.4.3 Kongruencia ľubovoľného stupňa podľa prvočíselného modulu

Nech p je prvočíslo a kongruencia je daná vzťahom f(x) ≡ 0(mod p), kde f(x) = axn + a1xn-1 + ... + an. 

Veta 1.4.5: Kongruencia f(x) je ekvivalentná s kongruenciou stupňa najviac p – 1. 

Dôkaz: Ak delíme f(x) výrazom xp – x, máme f(x) = (xp – x)Q(x) + R(x), kde stupeň R(x) nie je vyšší než p – 1. A pretože xp – x ≡ 0(mod p), je f(x) ≡ R(x)(mod p), z čoho plynie uvedená veta.

Veta 1.4.6: Ak má kongruencia viac než n riešení, sú všetky koeficienty f(x) násobkami p.

Dôkaz: Nech kongruencia f(x) má aspoň n + 1 riešení. Ak označíme písmenami x1, x2, ..., xn, xn+1 zvyšky týchto riešení, môžeme f(x) vyjadriť v tvare 

f(x) = a(x – x1)( x – x2) ... (x – xn-2)( x – xn-1)( x – xn) +

       + b(x – x1)( x – x2) ... (x – xn-2)( x – xn-1) +

       + c(x – x1)( x – x2) ... (x – xn-2) +

       + ... +

       + k(x – x1)( x – x2) +

       + l(x – x1)

       + m.

Za týmto účelom premeníme (odstránením zátvoriek) sčítance pravej strany v mnohočleny a zvolíme b tak, aby súčet koeficientov prvých dvoch mnohočlenov pri xn-1 bol a1. Ak poznáme b, zvolíme c tak, aby súčet koeficientov prvých troch mnohočlenov pri xn-2 bol a2, atď. Ak postupne kladieme x = x1, x2, ..., xn, xn+1, presvedčíme sa o tom, že všetky m, l, k, ..., c, b, a sú násobkami p. To ale znamená, že všetky a, a1, ..., an sú násobkami p.

Veta 1.4.7: (Wilsonova veta). Ak je p prvočíslo, platí kongruencia 

1.2. ... .(p – 1) + 1 ≡ 0(mod p).

Dôkaz: Pre p = 2 je to zrejmé. Vezmime preto p > 2 a uvažujme kongruenciu 

(x – 1)(x – 2) ... (x –(p – 1)) – (xp-1– 1) ≡ 0(mod p). Táto kongruencia nie je stupňa vyššieho než p – 2 a má aspoň p – 1 riešení, totiž riešenia so zbytkami 1, 2, ..., p – 1. Podľa vety 1.4.6 sú teda všetky jej koeficienty násobkami čísla p. špeciálne je deliteľný číslom p aj prostý člen, ktorý je práve rovný ľavej strane kongruencie.
Systém PARI
Systém PARI je počítačový algebraický systém so zameraním na výpočty v teórii čísel. 

1.5  Štandardné jednočlenné a dvojčlenné operátory

Divrem, syntax divrem(x,y), prevádza euklidovské delenie so zvyškom čísla x číslom y. Vytvorí stĺpcový vektor dvoch komponent. Prvá je Euklidovský kvocient (x \ y) a druhá je Euklidovský zvyšok (x – (x \ y).y).

> divrem(14^5 + 2^14, 17)

%1 = [32600, 8]~

> divrem(4573915,8475)

%2 = [539, 5890]~
Lex, lex(x,y), prevádza lexikografické porovnanie medzi x a y. Výsledok je –1 ak x je menšie ako y, 0 ak sú si rovné alebo 1 ak x je väčšie ako y. Ak sú x a y vektory, porovnáva postupne jednotlivé zložky.

> lex ([1,3],[1,2,5])

%1 = 1

> lex ([1,2],[1,2,5])

%2 = –1

Sign, sign(x), zisťuje znamienko x. Výsledok je 0, 1 alebo –1 a x musí byť celé číslo, reálne číslo alebo zlomok.

> sign(6^4-4^6)

%1 = –1 

> sign(5674/589-457/493+56997/1547)

%2 = 1 

Max, max(x,y), zistí maximum z x a y, pričom x a y musia byť porovnateľné.

> max(5^4+8^2-6^3+9^5,7^2+2^9-4^3+8^7)

%1 = 2097649

> 7^2+2^9-4^3+8^7

%2 = 2097649

Min, min(x,y), zistí minimum z x a y ak sú porovnateľné.

> min(4^3+9^2-2^8,3^5+8^3-9^4)

%1 = -5806

> 3^5+8^3-9^4

%2 = -5806

Vecmax, vecmax(x), ak x je vektor, nájde maximum z jeho zložiek.

> vecmax([19,65,435,688,234,-456,465])

%1 = 688

Vecmin, vecmin(x), ak x je vektor, nájde minimum z jeho zložiek.

> vecmin([-156,-636,-654,486,485,-671,-842,166,-482])

%1 = -842

1.6  Konverzie a základné funkcie

Col, Col(x=[]), transformuje riadkový vektor x na stĺpcový vektor. 

> Col([1,2;3,4])

%1 = [[1,2],[3,4]]`

> Col([54,23;46,87,98])

chyba

Mat, Mat(x=[]), transformuje objekt x do matice.

> Mat(Vec(matid(3)))

%1 = 

[1 0 0]

[0 1 0]

[0 0 1]

> Mat([[57,89],[47,23],[81,69]]~)

%2 = 

[57 89]

[47 23]

[81 69]

Mod, Mod(x,y), vytvorí PARI objekt (x mod y).

> Mod(3^2+9^4,17)

%1 = Mod(8, 17)

> Mod(4897539423,457)

%2 = Mod(211, 457)

Pol, Pol(x), konvertuje objekt x do polynómu.

> Pol([2,3,5,6])

%1 = 2*x^3+3*x^2+5*x+6

> Pol([1,5,4,0,6,0,8])

%2 = x^6+5*x^5+4*x^4+6*x^2+8

Ser, Ser(x), transformuje objekt x na mocninový rad.

> Ser([2,3,5,6])

%1 = 2+3*x+5*x^2+6*x^3+0(x^4)

> Ser([4,5,0,6,8,0,3])

%2 = 4+5*x+6*x^3+8*x^4+3*x^6+0(x^7)

Vec, Vec(x=[]), transformuje objekt x na riadkový vektor.

> Vec(matid(3))

%1 = [[1, 0, 0]~, [0, 1, 0]~, [0, 0, 1]~]

> Vec({x=[4,5,6;1,8,9;2,7,3]})

%2 = [[4, 1, 2]~, [5, 8, 7]~, [6, 9, 3]~]

Binary, binary(x), vyjadruje x v binárnom zápise.

> binary(1265378)

%1 = [1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0]

> binary(3^4+6^7-4^3)

%2 = [1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1]

Ceil, ceil(x), zaokrúhli x vždy nahor.

> ceil(4^7/7^2)

%1 = 335

> ceil((7^4+6^3-9^5))/23^3)

%2 = -4

Component, component(x,n), vyberá n-tý člen x.
> component([15,3,697,84,265,78,19,463],4)

%1 = 84

> component([6^4,7^3,3^7,8^4,2^4,7^2,5^6,9^8],5)

%2 = 49

Denominator, denominator(x), najmenší menovateľ x. Ak x je vektor alebo matica, tak najmenší spoločný menovateľ členov x.

> denominator((2^4+5^2)/4^3)

%1 = 64

> denominator([18,66,132]/18)

%2 = 3

Floor, floor(x), celá časť x.

> floor(5.226+32.168-0.249+156.489-214.689)

%1 = -22

> floor(4^6/2^8+4^7/6^9-2^3/7^4+3^5/9^4)

%2 = 16

Frac, frac(x), lomená časť x. Identické x – floor(x).

> frac(5.226+32.168-0.249+156.489-214.689)

%1 = 0,9449999999999999999999999970

> frac(4^6/2^8+4^7/6^9-2^3/7^4+3^5/9^4)

%2 = 1669697/47258883

Imag, imag(x), imaginárna časť x.

> imag(23.3559 – 12.698i)

%2 = -12.698

Length, length(x), dĺžka x ak x je vektor alebo polynóm.

> length(x^2+3*x+6)

%1 = 3

> length([2,36,97,57,14])

%2 = 5

Lift, lift(x), zvyšok z x = a mod n.

> lift(Mod(2^3+10^5-4^4,49))

%1 = 37

> lift(Mod(435676723,67))

%2 = 44

Numerator, numerator(x), čitateľ x.

> numerator(126/6)

%1 = 21

> numerator(48967/23)

%2 = 2129

Nurmtoperm, nurmtoperm(n,k), generuje k-tu permutáciu (ako riadkový vektor dĺžky n) čísel od 1 po n.

> numtoperm(4,6) 

%1 = [3, 4, 2, 1]

> numtoperm(8,14)

%2 = [8, 7, 6, 5, 2, 3, 4, 1]

Permtonum, permtonum(x), pre danú permutáciu x o n členoch, dá číslo k, pre ktoré 

x = numtoperm(n,k).

> permtonum([8,7,6,5,2,3,4,1])

%1 = 14

> permtonum([3,4,2,1])

%2 = 6

Random, random(), vyberie náhodné celé číslo z intervalu [0, N–1], kde N = 231.

> random(6)

%1 = 4

> random(4978)

%2 = 4897

Real, real(x), reálna časť x.

> real(23.3559-12.4358i)

%1 = 23.3559

Round, round(x), zaokrúhli x.

> round(37.4285)

%1 = 37

> round(65.987466)

%2 = 66

Simplify, simplify(x), táto funkcia zjednoduší x ako je to možné.

> simplify(72/48)

%1 = 3/2

> simplify(34388921912/4)

%2 = 8597230478

Truncate, truncate(x), odstráni lomenú časť x.

> truncate(-36.548)

%1 = -36

> truncate(127.945)

%2 = 127

1.7  Transcendentálne funkcie

Euler, Euler(), Eulerova konštanta  = 0,577 215 664 901 532 860 606 512 090 1.

I, I(), komplexné číslo 
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Pi, Pi(), Ludolfovo číslo  = 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383.

Abs, abs(x), absolútna hodnota x.

> abs(4687/287-456+963/61)

%1 = 7420904/17507

> abs(-48693*448+51247*74)

%2 = 18022186

Arg, arg(x), argument komplexného čísla x, taký, že – < arg(x) ≤ .

> arg(1-sqrt(2)) 

%1 = 3.141592653589793238462643383

Bernfrac, bernfrac(x), Bernoulliho číslo Bx ako zlomok, B0 = 1, B1 =
[image: image59.wmf]2

1

-

, B2 =
[image: image60.wmf]6

1

, ...

> bernfrac(5)

%1 = 0

> bernfrac(18)

%2 = 43867/798

Bernreal, bernreal(x), Bernoulliho číslo Bx ako reálne číslo. 

> bernreal(34)

%1 = 429614643061.1666666666666667

> bernreal(18)

%2 = 54.97117794486215538847117794

Bernvec, bernvec(x), vektor tvorený Bernoulliho číslami B0, B2, ..., B2x.

> bernvec(6)

%1 = [1, 1/6, -1/30, 1/42, -1/30, 5/66, -691/2730]

Eint1, eint1(x), exponenciálny integrál 
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> eint1(8)

%1 =0.00003766562284392490177255682566

> eint1(-3)

%2 = -9.933832570625416558008336015

Exp, exp(x), exponenciál x, 
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> exp(6)

%1 = 403.4287934927351226083871806

> exp(-7)

%2 = 0.0009118819655545162080031360844

Gamma, gamma(x), -funkcia x.

> gamma(4)

%1 = 6

> gamma(1/3)

%2 = 2.678938534707747633655692941

Gammah, gammah(x), -funkcia x + 
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> gammah(4)

%1 = 11.63172839656744892914422411

> gammah(1/3)

%2 = 1.128787029908125961260901090

Lngamma, lngamma(x), logaritmus -funkcie x.

> lngamma(4)

%1 = 1.791759469228055000812477358

> lngamma(1/3)

%2 = 0.9854206469277670691871740370

Log, log(x), prirodzený logaritmus x, ln x.

> log(23)

%1 = 3.135494215929149690806752832

> log(2^4+6^2-3^5)

%2 = 5.252273428046629872849949952 + 3,141592653589793238462643383*I

Psi, psi(x), -funkcia x.

> psi(6)

%1 = 1.706117668431800472726821243

Sqr, sqr(x), druhá mocnina x, štvorec x.

> sqr(3/4)

%1 = 9/16

> sqr(12)

%2 = 144

Sqrt, sqrt(x), druhá odmocnina x.

> sqrt(2)

%1 = 1.414213562373095048801688724

> sqrt(4^2+3^5)

%2 = 16.09347693943108118684999127

Sqrtn, sqrtn(x,n), n-tá odmocnina x.

> sqrtn(12,3)

%1 = 2.289428485106663735616084424

> sqrtn(4^2+3^5,7)

%2 =2.211857323042563594782612442

1.8  Aritmetické funkcie

Addprimes, addprimes({x=[]}), vytvorí nový vektor tvorený prvočíslami vektora x.

> addprimes(vector(100,x,expr=x))

%1 = [53, 59, 61, 67, 71, 73, 37, 79, 41, 83, 17, 43, 29, 89, 13, 23, 31, 47, 19, 97, 7, 11, 3, 5, 2]

> addprimes([1,2,3,45,68,9,8,5,7,12,31,13,14,17])

%2 =[19, 5, 3, 31, 13, 7, 2, 17]

Bezout, bezout(x,y), nájde najmenšie u a v, tak aby platilo x.u + y.v = (x, y). Výsledkom je trojrozmerný vektor [u, v, d], kde d=(x, y).

> bezout(24,63)

%1 = [8, -3, 3]

> bezout(4879,236984)

%2 = [-93113, 1917, 1]

Binomial, binomial(x,y), binomický koeficient 
[image: image64.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

y

x

.

> binomial(5,6)

%1 = 0

> binomial(75,6)

%2 = 201359550

Divisors, divisors(x), vytvorí riadkový vektor, ktorého prvkami sú kladné delitele celého čísla x vo vzostupnom poradí.

> divisors(720)

%1 = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 48, 60, 72, 80, 90, 120, 144, 180, 240, 360, 720]

> divisors(-356)

%2 = [1, 2, 4, 89, 178, 356]

Eulerphi, eulerphi(x), Eulerova funkcia (x) pre x celé číslo.

> eulerphi(5040)

%1 = 1152

> eulerphi(1294700)

%2 = 466400

Factor, factor(x), faktorizácia x, kanonický rozklad čísla x.

> factor(82798848)

%1 = 

[2 8] [3 5] [11 3]

> factor(81057226635000)

%2 = 

[2 3] [3 3] [5 4] [7 3 ] [11 2] [17 1] [23 1] [37 1]

Factorial, factorial(x) alebo x!, faktoriál x.

> factorial(16)

%1 = 20922789888000

Fibonacci, fibonacci(x), x-té Fibonacciho číslo.

> fibonacci(7)

%1 = 13

> fibonacci(14)

%2 = 377

Gcd, gcd(x,y), najväčší spoločný deliteľ čísel x a y.

> gcd(6188,4709)

%1 = 17

> gcd(81719,52003)

%2 = 7429

Isprime, isprime(x), výsledok je 1, ak x je prvočíslo, 0 ak x nie je prvočíslo.

> isprime(6^3+8^2-2^3*4^5)

%1 = 0

> isprime(3967)

%2 = 1

Issquare, issquare(x), výsledok je 1 ak x je druhá mocnina (štvorec) a 0 ak x nie je druhá mocnina.

> issquare(144)

%1 = 1

> issquare(156328)

%2 = 0

Lcm, lcm(x,y), najmenší spoločný násobok x a y. 

> lcm(6188,4709)

%1 = 1714076

> lcm(437,30107)

%2 = 572033

Moebius, moebius(x), Möbiova funkcia (x).

> vector(100,x,expr=moebius(x))

%1 = [1, -1, -1, 0, -1, 1, -1, 0, 0, 1]

> moebius(13)

%2 = -1

Nextprime, nextprime(x), nájde najmenšie prvočíslo väčšie alebo rovné x.

> nextprime(83723.4027340)

%1 = 83737

> nextprime(127)

%2 = 127

Numdiv, numdiv(x), zistí počet deliteľov čísla x, x je celé číslo, funkcia (x).

> numdiv(2800)

%1 = 30

> numdiv(232848)

%2 = 120

Prime, prime(n), n-té prvočíslo.

> prime(18)

%1 = 61

> prime(100)

%2 = 541

Primes, primes(n), vytvorí vektor prvých n prvočísel.

> primes(18)

%1 = [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61]

Sigma, sigma(x), súčet kladných deliteľov čísla x, funkcia (x).

> sigma(2800)

%1 = 7688

> sigma(232848)

%2 = 848160

1.9  Mnohočleny a mocninové rady

Deriv, deriv(x), derivácia x.

> deriv(2*x^3+4*x^6-5*x^2+8)

%1 = 24*x^5 + 6*x^2 – 10*x

Intformal, intformal(x), formálna integrácia x.

> intformal(24*x^5+6*x^2-10*x)

%1 = 4*x^6 + 2*x^3 – 5*x^2

Polcoeff, polcoeff(x,s), zistí koeficient stupňa s v polynóme x.

> polcoeff(24*x^5+6*x^2-10*x,5)

%1 = 24

> polcoeff(24*x^5+6*x^2-10*x,5)

%2 = 0

Poldegree, poldegree(x), zistí stupeň polynómu x.

> poldegree(2*x^3+4*x^6-5*x^2+8)

%1 = 6

> poldegree(24*x^5+6*x^2-10*x)
%2 = 5

Poldisc, poldisc(pol), diskriminant polynómu x.

> poldisc(2*x^3+4*x^6-5*x^2+8)

%1 = -1187319701504

> poldisc(24*x^5+6*x^2-10*x)

%2 = -355909939200

Pollead, pollead(x), vedúci koeficient polynómu alebo mocninového radu x.

> pollead(24*x^5+6*x^2-10*x)

%1 = 24

> pollead(2*x^3+4*x^6-5*x^2+8)
%2 = 4

Polroots, polroots(pol), komplexné korene polynómu pol ako stĺpcový vektor, kde každý koreň je toľkokrát, koľko je jeho násobnosť.

> polroots(3*x^2-6*x+4)

%1 = [-0.7071067811865475244008443621+0.E-28*I, 0.E-28+0.E-28*I, 0.E-28+0.E-28*I, 0.7071067811865475244008443621+0.E-28*I]~

1.10  Vektory, matice, lineárna algebra a množiny

Charpoly, charpoly(A), charakteristický polynóm matice A.

> charpoly(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))

%1 = x^3-14*x^2-13*x-6

Matadjoint, matadjoint(x), adjungovaná matica x, pričom x je štvorcová matica.

> matadjoint(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))

%1 = 

[-12 –11 10] 

[6 1 -2]

[0 4 -2]

Matdet, matdet(x), determinant matice x, pričom x musí byť štvorcová matica.

> matdet(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))

%1 = 6

Matdiagonal, matdiagonal(x), pre x vektor vytvorí diagonálnu maticu, pričom na diagonále sú prvky vektora x.

> matdiagonal([3,5,4])

%1 =

[3 0 0]

[0 5 0]

[0 0 4]

Matid, matid(n), vytvorí maticu identity rádu n.

> matid(3)

%1 =

[1 0 0]

[0 1 0]

[0 0 1]
Matimage, matimage(x), vytvorí bázu obrazu matice x ako stĺpec matice.

> matimage(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))

%1 =

[1 3 2]

[2 4 6]

[4 8 9]

Matisdiagonal, matisdiagonal(x), zistí, či je matica x diagonálna. Ak áno, vráti hodnotu 1, inak vráti hodnotu 0.

> matisdiagonal(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))

%1 = 0

Matker, matker(x), vytvorí bázu jadra matice x ako stĺpec matice.

> matker(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))

%1 = [;]

Matmuldiagonal, matmuldiagonal(x,d), násobok matice x diagonálnou maticou s prvkami vektoru d na diagonále.

> matmuldiagonal(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~),[3,5,4])

%1 = 

[3 15 8]

[6 20 24]

[12 40 36]

Matrank, matrank(x), zistí rád matice x.

> matrank(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))

%1 = 3

Matrix, matrix(m,n,{X},{Y},expr), vytvorí maticu typu mxn výrazu expr, pričom riadková premenná X ide od 1 po m a stĺpcová premenná Y ide od 1 po n.

> matrix(3,3,x,y,expr=x+2*y)

%1 =

[3 5 7]

[4 6 8]

[5 7 9]

Matsize, matsize(x), zistí veľkosť matice x. Výsledkom je dvojzložkový, kde prvá zložka udáva počet riadkov a druhá počet stĺpcov.

> matsize(matrix(3,3,x,y,expr=x+2*y)) 

%1 = [3, 3]

Matsolve, matsolve(x,y), ak x je invertibilná matica a y stĺpcový vektor, nájde riešenie u výrazu x.u = y, pomocou Gaussovej eliminačnej metódy.

> matsolve(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~),[3,5,4]~)

%1 = [-17/2, 5/2, 2]~

Mattranspose, mattranspose(x), transponuje maticu x.

> mattranspose(matrix(3,3,x,y,expr=x+2*y))

%1 =

[3 4 5]

[5 6 7]

[7 8 9]

Trace, trace(x), vypočíta stopu matice x. Ak x nie je matica, je príkaz ekvivalentný sume x.

> trace(matrix(3,3,x,y,expr=x+2*y))

%1 = 18

> trace(Mat([[1,3,2],[2,4,6],[4,8,9]]~))
%2 = 14

1.11  Sumy, súčiny, integrály a podobné funkcie

Intnum, intnum(X = a,b,s), numerická integrácia výrazu s na intervale [a, b].

> intnum(x=2,4,3*x^2+6*x)

%1 = 92

> intnum(x=3,7,2*x^3-3*x^7+4*x^2)

%2 = -2157758.666666666666666666667

Prod, prod(X = a,b,expr,{x}), súčin výrazu expr v premennej x, pričom x prebieha od a po b.

> prod(x=1,3,expr=1/x)

%1 = 1/6

> prod(x=1,4,expr=2*x^2/3*x^3)

%2 = 1572864

Sum, sum(X = a,b,expr,{x}), súčet výrazu expr v premennej x, pričom x prebieha od a po b.

> sum(x=1,4,expr=2*x^2/3*x^3)

%1 = 2600/3

> sum(x=-2,4, expr=2*x^2/3*x^3)

%2 = 7602

Sumdiv, sumdiv(n,X,expr), súčet výrazu expr nad kladnými deliteľmi n.

> sumdiv(4,x,expr=2*x^2/3*x^3) 

%1 = 2114/3

> sumdiv(6,x,expr=2*x^2/3*x^3)

%2 = 48312

2 Fermatove čísla

2.1  História

Fermatove čísla sú čísla tvaru Fn =
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F3 = 257 a F4 = 65537, sú prvočísla. Zistením tohto faktu, Pierre Fermat mylne predpokladal, že všetky čísla takéhoto tvaru sú prvočísla. V roku 1732 Euler elegantne dokázal, že F5 = 4294967297 má deliteľa 641 a preto nie je prvočíslom. Tento rok sa preto považuje sa začiatok hľadania deliteľov ostatných Fermatových čísel. Bolo dokázané, že všetky delitele Fermatových čísel majú jednoduchý tvar k.2m+1, kde m ≥ n + 2. Tento vzťah sa používa na objavenie deliteľov Fermatových čísel. Pre vzácnosť a obtiažnosť nájdenia takéhoto deliteľa, osoba, ktorej sa to podarí, sa zapíše do histórie. K 24. novembru 2005 bolo známych 259 deliteľov Fermatových čísel, pričom 16 bolo nájdených pred počítačovou érou. 

2.2  Praktické výpočty

V tejto časti uvediem Fermatove čísla a ich faktorizácie.

Číslo F5 a jeho faktorizácia:

> 2^(2^5)+1

%1 = 4294967297

> factor(%1)

%2 = 

[641 1]

[6700417 1]

Číslo F6 a jeho faktorizácia:
> 2^(2^6)+1

%3 = 18446744073709551617

> factor(%3)

%4 = 

[274177 1]

[67280421310721 1]

Číslo F7 a jeho faktorizácia:
> 2^(2^7)+1

%5 = 340282366920938463463374607431768211457

> factor(%5)

%6 = 

[59649589427497217 1]

[5704689200685129054721 1]

Číslo F8 a jeho faktorizácia
> 2^(2^8)+1

%7 = 11579208923731619542357098500868790785326998466564056403945758400 7913129639937

> factor(%7)

%8 = 

[1238926361552897 1]

[93461639715357977769163558199606896584051237541638188580280321 1]

Pretože ďalšie čísla sú príliš veľké, uvediem už len hodnoty k a m zo vzťahu k.2m + 1:

Číslo F9:

k1 = 37, m1 = 16

k2 = 3640431067210880961102244011816628378312190597, m2 = 11

k3 = 362128936829849024182024971631805407255830459520272960891514314523

6405 07570656742232821636569307, m3 = 11

Číslo F10:

k1 = 11131, m1 = 12

k2 = 395937, m2 = 14

k3 = 1137640572563481089664199400165229051, m3 = 12

k4 je 248-ciferné číslo, m4 = 13

Číslo F11:

k1 = 39, m1 = 13

k2 = 119, m2 = 13

k3 = 10253207784531279, m3 = 14

k4 = 434673084282938711, m4 = 13

k5 je 560-ciferné číslo, m4 = 13

Pre ostatné čísla nie je známa úplná faktorizácia:

Číslo F12:

k1 = 7, m1 = 14

k2 = 397, m2 = 16

k3 = 973, m3 = 16

k4 = 11613415, m4 = 14

k5 = 76668221077, m4 = 14

Číslo F13:

k1 = 41365885, m1 = 16

k2 = 20323554055421, m2 = 17

k3 = 6872386635861, m3 = 19

k4 = 609485665932753836099, m4 = 19

Pre n = 14, 20, 22, 24 zatiaľ nie sú známe žiadne delitele.
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