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2.3 Grafické ověřováńı normality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Jednovýběrové neparametrické testy 11
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Úvod

V této práci se čtenář seznámı́ s nejd̊uležitěǰśımi neparametrickými testy apli-
kovanými na jedno, dvou, nebo v́ıcerozměrné náhodné výběry a s provedeńım
jejich výpočtu ve statistickém systému STATISTICA. Neparametrické testy
se využ́ıvaj́ı, neńı-li známo rozložeńı základńıho souboru, z něhož byl prove-
den výběr, nebo když nepocháźı z normálńıho rozložeńı a zejména při malých
výběrech z neznámého rozložeńı.

Práce je rozdělena do pěti kapitol. Prvńı kapitola se věnuje vysvětleńı zá-
kládńıch pojmů potřebných k porozuměńı následuj́ıćıho textu a obsahuje seznam
použitých značeńı, která se v textu vyskytuj́ı. Druhá kapitola se věnuje testováńı
normality, nebot’ neparametrické testy se použ́ıvaj́ı, pokud náhodný výběr ne-
pocháźı z normálńıho rozložeńı. Konkrétně je zde vysvětlen princip Shapirova-
Wilkova testu a jak se dá ověřovat normalita pomoćı graf̊u. Třet́ı kapitola se
zaob́ırá jednovýběrovými neparametrickými testy, přesněji znaménkovým a jed-
novýběrovým Wilcoxonovým testem. Čtvrtá kapitola vysvětluje dvouvýběrový
Wilcoxon̊uv test. A pátá kapitola se věnuje v́ıcevýběrovým neparametrickým
test̊um, přesněji Kruskalovu-Wallisovu, mediánovému a Fridmannovu testu. Vy-
užit́ı všech test̊u je ukázáno na př́ıkladě.

V př́ıloze jsou části statistických tabulek, které byly využity při výpočtech.
Celá práce je vysázená systémem TEXLive.
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Kapitola 1

Základńı pojmy a použité
značeńı

1.1 Základńı pojmy

Tato práce předpokládá základńı znalosti z oblasti statistiky, proto si vysvětĺıme
jen ty pojmy, které se daného témata bezprostředně týkaj́ı, neboli testováńı
statistických hypotéz.

Testováńım statistických hypotéz rozumı́me postup, pomoćı něhož na zákla-
dě výsledk̊u zjǐstěných náhodným výběrem ze základńıho souboru ověřujeme
(testujeme) určitý předpoklad (hypotézu) o parametrech nebo rozděleńı základ-
ńıho souboru.

Při testováńı hypotéz vždy klademe proti sobě dvě hypotézy (tvrzeńı), z nichž
jedna něco tvrd́ı (předpokládá), druhá to poṕırá. Předpoklad, který ověřujeme,
se nazývá nulová hypotéza (někdy také testovaná hypotéza) a označujeme ho
H0. Tvrzeńı, které tento předpoklad poṕırá, se nazývá alternativńı hypotéza
a označujeme ho H1. Volba alternativńı hypotézy neńı libovolná, ale vyplývá
z konkrétńı situace a z možných rozhodnut́ı, k nimž test vede. Může být bud’
oboustranná (tvrd́ı, že parametr základńıho souboru je jiný, než tvrd́ı nulová
hypotéza), nebo jednostranná (tvrd́ı, že parametr je větš́ı nebo že je menš́ı než
hodnota, kterou uvád́ı nulová hypotéza).

Statistický test je rozhodovaćı proces s pravidly, pomoćı nichž na základě
hodnoty testové statistiky vypočtené z výběrových dat rozhodneme bud’ o ne-
zamı́tnut́ı nulové hypotézy H0, nebo o jej́ım zamı́tnut́ı a t́ım o přijet́ı altenativńı
hypotéry H1.

Testová statistika (kriterium) má pro testováńı r̊uzných hypotéz r̊uzný
tvar, přičemž může existovat v́ıce testových statistik pro test určité hypotézy.
Každá testová statistika má známé rozděleńı (např́ıklad N, t,F, . . . ). Hodnota
testové statistiky je vypočtena z dat náhodného výběru, má tedy charakter
náhodné veličiny a může nabývat r̊uzných hodnot. Přitom obor hodnot testové
statistiky tvoř́ı dva neslučitelné obory - obor nezamı́tnut́ı nulové hypotézy a
kritický obor.

Kritický obor tvoř́ı hodnoty testové statistiky, které svědč́ı ve prospěch
alternativńı hypotézy H1. Jsou to tedy hodnoty, které při platnosti nulové hy-
potézy mohou nastat jen zř́ıdka (v závislosti na volbě hladiny významnosti α).



Základńı pojmy

Rozhodnut́ı o nulové hypotéze děláme na základě hodnoty testové sta-
tistiky. Realizuje-li se hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamı́tneme
nulovou hypotézu H0 a přijmeme tvrzeńı alternativńı hypotézy H1. Naopak
realizuje-li se hodnota testové statistiky v oboru přijet́ı, nulovou hypotézu H0

nezamı́táme.
Při samotném testováńı hypotéz mohou být závěry i nesprávné, můžeme se

dopustit dvou r̊uzných druh̊u chyb.
Chyba 1.druhu spoč́ıvá v chybném zamı́tnut́ı pravdivé (správné) nulové

hypotézy H0.
Chyba 2.druhu spoč́ıvá v nezamı́tnut́ı nulové hypotézy, která je ve skuteč-

nosti nesprávná (je to tedy chybné přijet́ı nulové hypotézy H0).
Pravděpodobnost chyby 1.druhu nazýváme hladina významnosti a ozna-

čujeme ji α. Pravděpodobnost chyby 2.druhu označujeme β. Pravděpodobnost
1 − β nazýváme śıla testu. Udává pravděpodobnost zamı́tnut́ı nesprávné hy-
potézy.
Postup testováńı:

Stanov́ıme nulovou hypotézu H0 a alternativńı hypotézu H1.
Stanov́ıme hladinu významnosti α.
Vybereme vhodný statistický test a vhodnou testovou statistiku
s ohledem na nulovou hypotézu H0, velikost výběru n a informace
o základńım souboru.
Z výběrových dat vypoč́ıtáme hodnotu př́ıslušné testové statistiky.
Urč́ıme kritický obor.
Provedeme rozhodnut́ı o nulové hypotéze na základě hodnoty testové
statistiky.

V jednotlivých testech v systému STATISTICA je k hodnotě testové statis-
tiky připojována vypoč́ıtaná p-hodnota (significance level), která představuje
minimálńı hladinu významnosti, na které je možno zamı́tnout nulovou hypotézu.
Nulovou hypotézu H0 zamı́tneme, pokud je p-hodnota ≤ α, a nezamı́tneme, po-
kud je p-hodnota > α.

Systém STATISTICA zároveň vždy použ́ıvá asymptotickou variantu testu,
bez ohledu na počet pozorováńı. Proto u př́ıklad̊u s menš́ım počtem pozo-
rováńı, než umožňuje využit́ı asymptotického testu, je lepš́ı, když použijeme
ručńı výpočet.
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Použité značeńı

1.2 Použité značeńı

W kritický obor
α hladina významnosti (zde vždy 0,05)
x0,50 medián náhodného výběru X1, . . . , Xn

uα alfa kvantil standardizovaného normálńıho rozložeńı
χ2
α(k) alfa kvantil Perasonova rozložeńı s k stupni volnosti
SW testová statistika pro Shapir̊uv-Wilk̊uv test
ai koeficienty u Shapirova-Wilkova testu
swα(n) kritická hodnota Shapirova-Wilkova testu pro hladinu význam-

nosti α a rozsah náhodného výběru n
UZ testová statistika pro znaménkový test
S+
Z počet kladných rozd́ıl̊u Yi = Xi − c u znaménkového testu
S−Z počet záporných rozd́ıl̊u Yi = Xi − c u znaménkového testu
Z testová statistika pro kvantilový test
UW testová statistika pro jednovýběrový Wilcoxon̊uv test
Ri,Rij pořad́ı veličiny |Yi| u jednovýběrového Wilcoxonova testu, resp.

Yi u dvouvýběrového Wilcoxonova testu, resp. Yij u Friedman-
nova testu

S+
W součet pořad́ı přes kladné rozd́ıly Yi = Xi−c u jednovýběrového

Wilcoxonova testu
S−W součet pořad́ı přes záporné rozd́ıly Yi = Xi − c u jednovýbě-

rového Wilcoxonova testu
wα(n) kritická hodnota jednovýběrového Wilcoxonoa testu pro hladinu

významnosti α a rozsah náhodného výběru n
UW 2 testová statistika pro dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test
Ti součet pořad́ı hodnot, které patř́ı do i-tého výběru u dvouvýbě-

rového Wilcoxonova testu, respektive u Kruskalova-Wallisova
testu

QK testová statistika pro Kruskal̊uv-Wallis̊uv test
QM testová statistika pro mediánový test
QF testová statistika pro Friedmann̊uv test

7
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Kapitola 2

Testováńı normality

Neparametrické testy použ́ıváme, neznáme-li rozložeńı základńıho souboru, z ně-
hož byl proveden výběr, nebo když v́ıme, že neńı normálńı, nebo pokud maj́ı
data pouze ordinálńı charakter a zejména při malých výběrech z neznámého
rozložeńı.

2.1 Shapir̊uv-Wilk̊uv test

Pomoćı Shapirova-Wilkova testu testujeme hypotézu, která tvrd́ı že náhodný
výběr X1, . . . , Xn pocháźı z rozložeńı N(µ, σ2). Testová statistika má pro rozsah
výběru n od 3 do 50 tvar

SW =

(∑n
i=1 aix(i)

)2

∑n
i=1(xi − x)2

.

Výpočet hodnoty testového kritéria SW vyžaduje koeficienty ai, jež byly odvo-
zeny speciálně pro potřeby tohoto testu a nalezneme je v tabulce č.1. Přičemž
vzhledem k symetrii kvantil̊u normálńıho rozložeńı plat́ı ai = −an−i+1. Testová
statistika se tedy dá přepsat do tvaru

SW =

(∑m
i=1 ai(x(n−i+1) − x(i))

)2

∑n
i=1(xi − x)2

,

kde m = n/2, je-li n sudé č́ıslo, a m = (n− 1)/2, je-li n liché.
H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud je hodnota testové statistiky

menš́ı nebo rovna kritické hodnotě pro Shapir̊uv-Wilk̊uv test normality swα(n),
která je uvedena také v tabulce č.1.

2.2 Př́ıklad

Jsou dány hodnoty 1, 2, 3, 4, 4, 2, 3, 9. Pomoćı Shapirova-Wilkova testu zjistěte
na hladině významnosti 0,05, zda pocházej́ı z normálńıho rozložeńı.



Grafické ověřováńı normality

Řešeńı. Využijeme statistiku SW , přičemž uspořádaný náhodný výběr má tvar
(1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 9) a pr̊uměr daného výběru x je roven 3, 5.

SW =

(
0, 6052(9− 1) + 0, 3164(4− 2) + 0, 1743(4− 2) + 0, 0561(3− 3)

)2

42
=̇

=̇
33, 91

42
=̇0, 807

H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud je hodnota testové statistiky
menš́ı nebo rovna kritické hodnotě swα(n). Podle tabulky kritických hodnot pro
SW test by měla být hodnota testového kritéria pro n = 8 a α = 0, 05 rovna
0, 818. Protože 0, 807 < 0818, zamı́táme na hladině významnosti 0,05 nulovou
hypotézu, že data pocháźı z normálńıho rozložeńı.

Postup v programu STATISTICA:
Vytvoř́ıme si datový soubor o jedné proměnné a 8 př́ıpadech a zaṕı̌seme do něho
dané hodnoty. V menu zvoĺıme Statistics - Basic Statistic/Tables - Frequency
tables, kde v záložce Normality zaškrtneme možnost Shapiro-Wilk’s W test
a spust́ıme test pomoćı tlač́ıtka Tests for normality.

V tabulce máme uvedené 3 hodnoty. Prvńı nám určuje počet hodnot ve
výběru. Druhá nám určuje hodnotu testové statistiky W a třet́ı p-hodnotu.

Protože p-hodnota je menš́ı než hladina významnosti α (0, 034337 < 0, 05),
zamı́táme na této hladině významnosti předpoklad, že daný výběr pocháźı
z normálńıho rozložeńı.

2.3 Grafické ověřováńı normality

Mezi grafy, pomoćı kterých můžeme posuzovat, zda data pocháźı z normálńıho
rozložeńı, patř́ı např́ıklad N-P plot, Q-Q plot, P-P plot, krabicový diagram (box
plot) nebo histogram.

Normal probability plot (N-P plot)
Pomoćı tohoto grafu se dá posoudit, zda data pocháźı z normálńıho rozložeńı.

V př́ıpadě normálńıho rozložeńı dat budou všechny znázorněné body ležet na
př́ımce (pro data s kladnou šikmost́ı se body řad́ı do konvexńı křivky a u záporné
šikmosti do konkávńı křivky). V programu STATISTICA zvoĺıme v menu Gra-
phs - 2D Graphs - Normal Probability Plots a stiskneme tlač́ıtko OK.

9
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Vid́ıme, že body nelež́ı na znázorněné př́ımce, data tedy nepocháźı z normál-
ńıho rozložeńı, jak nám potvrdil předchoźı př́ıklad.

Quantile quantile plot (Q-Q plot)
Pomoćı tohoto grafu se dá posoudit, zda data pocháźı z nějakého známého

rozložeńı (třeba právě z normálńıho). V programu STATISTICA zvoĺıme v menu
Graphs - 2D Graphs - Quantile-Quantile Plots a stiskneme tlač́ıtko OK.

Vid́ıme, že body nelež́ı na znázorněné př́ımce, data tedy ani podle Q-Q plotu
nepocháźı z normálńıho rozložeńı.

10
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Kapitola 3

Jednovýběrové
neparametrické testy

Jednovýběrové neparametrické testy jsou neparametrické obdoby jednovýbě-
rových a párových t-test̊u. V této kapitole se zaměř́ıme na znaménkový test a jed-
novýběrový Wilcoxon̊uv test. Vysvětĺıme si jejich princip a nakonec předvedeme
jejich aplikaci na př́ıkladě.

3.1 Znaménkový test

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr ze spojitého rozložeńı s mediánem x0,50.
Plat́ı tedy

P (Xi < x0,50) = P (Xi > x0,50) =
1
2

, i = 1, . . . , n.

U znaménkového testu testujeme hypotézu H0 : x0,50 = c proti oboustranné
alternativě H1 : x0,50 6= c (resp. levostranné alternativě H1 : x0,50 < c,
resp. proti pravostranné alternativě H1 : x0,50 > c), kde c je reálná konstanta.

Položme Yi = Xi − c, i = 1, . . . , n. Je-li některá z veličin Xi rovna
c, zpravidla se toto pozorováńı vynechává. Pak n o počet těchto pozorováńı
sńıž́ıme.

Zaved’me statistiku S+
Z , která udává počet těch rozd́ıl̊u Yi, které jsou kladné.

Plat́ı-li H0, má S+
Z binomické rozložeńı Bi(n, 1/2), tedy E(S+

Z ) = n/2, D(S+
Z ) =

n/4.
Hypotézu H0 zamı́tneme, bude-li S+

Z bĺızké nule nebo bĺızké č́ıslu n. Je-
li n malé (v praxi n ≤ 20),použ́ıvaj́ı se tabulky kritických hodnot k1 a k2

s vlastnostmi

P (S+
Z ≤ k1) ≤ α

2
, P (S+

Z ≥ k2) ≥ α

2
. (3.1)

Přitom k1 je nejmenš́ı a k2 je největš́ı z č́ısel, pro která (3.1) plat́ı. Vzhledem
k tomu, že binomické rozložeńı je pro ϑ = 1/2 symetrické, je k2 = n− k1.

Kritický obor W je tedy 〈0; k1〉∪〈k2;n〉 a hypotézu H0 zamı́tneme na hladině
významnosti α, když S+

Z ∈W .
Je-li n ≥ 20, použ́ıvá se v praxi následuj́ıćı testová statistika.



Znaménkový test

Plat́ı-li H0, má veličina

UZ =
S+
Z −

n
2√

n
4

=
S+
Z − E(S+

Z )√
D(S+

Z )

podle centrálńı limitńı věty asymptoticky rozložeńı N(0, 1).

Poznámka 3.1. Aproximace normálńım rozložeńım N(0, 1) se zlepš́ı použit́ım
tzv. korekce na nespojitost. Testová statistika UZ má pak tvar

UZ =
S+
Z −

n
2 ±

1
2√

n
4

,

přičemž 1
2 přič́ıtáme, pokud S+

Z ≤
n
2 , a odeč́ıtáme v opačném př́ıpadě.

Důsledek 3.1. Kritický obor pro oboustrannou alternativu má tvar

W = (−∞,−u1−α/2〉 ∪ 〈u1−α/2,∞).

(Analogicky pro jednostranné alternativy.) Pokud se statistika UZ realizuje v kri-
tickém oboru W , zamı́táme H0 na asymptotické hladině významnosti α.

Poznámka 3.2. Znaménkový test lze modifikovat na párový test.

Věta 3.2. Necht’ (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) je náhodný výběr ze spojitého dvou-
rozměrného rozložeńı. Testujeme hypotézu H0 : x0,50− y0,50 6= c, kde c je reálná
konstanta. Vytvoř́ıme rozd́ıly Zi = Xi − Yi, i = 1, . . . , n a testujeme
podle předchoźıho postupu hypotézu o mediánu z0,50, tj. H0 : z0,50 = c proti
H1 : z0,50 6= c. (Jednostranné alternativy analogicky.)

Poznámka 3.3. Jelikož tento test má poměrně malou śılu (pravděpodobnost
chyby druhého druhu, kdy nezamı́táme H0, i když je nepravdivá, je ve srovnáńı
s jinými testy značně velká), je žádoućı mı́t k dispozici větš́ı počet pozorováńı
n.

Poznámka 3.4. Znaménkový test je speciálńım př́ıkladem kvantilového testu,
kdy testujeme hypotézu o mediánu. Pomoćı kvantilového testu testujeme hy-
potézu H0 : xq = c proti oboustranné alternativě H1 : xq 6= c (resp.
levostranné alternativě H1 : xq < c, resp. proti pravostranné alternativě
H1 : xq > c), kde q ∈ (0, 1; 0, 9) a c je reálná konstanta.
K rozhodnut́ı o platnosti nulové hypotézy se využ́ıvá testová statistika

Z =
S+
Z − nq√
nq(1− q)

,

která má za platnosti H0 standardńı normálńı rozložeńı N(0, 1).
Vid́ıme tedy, že pro q = 0, 5 dostáváme Z = UZ .

3.2 Př́ıklad

Jednou za semestr studenti pomoćı bod̊u hodnot́ı přednášej́ıćı. K dispozici jsou
pr̊uměrné výsledky na jednoho studenta za dva roky pro deset náhodně vy-
braných přednašej́ıćıch. Úkolem je na hladině významnosti 0,05 posoudit, zda
přednášej́ıćı źıskali v letošńım roce od student̊u stejný počet bod̊u jako v mi-
nulém roce. K rozhodnut́ı využijeme následuj́ıćı údaje a znaménkový test.
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Znaménkový test

Č́ıslo učitele 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Body vloni 932 906 943 907 893 870 889 902 866 787
Body letos 933 923 942 909 908 893 890 900 888 803

Řešeńı. Máme určit, zda přednášej́ıćı źıskali v letošńım roce (hodnoty Yi) stejný
počet bod̊u jako v loňském roce (hodnoty Xi). Jedná se o párový test, kde
testujeme hypotézu H0 : x0,50 − y0,50 = 0 proti oboustranné alternativě H0 :
x0,50 − y0,50 6= 0

Nejdř́ıve spoč́ıtáme rozd́ıly hodnot Xi a Yi.

Č́ıslo učitele 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi − Yi -1 -17 1 -2 -15 -23 -1 2 -22 -16

T́ımto jsme převedli párový test na jednovýběrovou variantu. Zároveň vid́ı-
me, že testová statistika S+

Z , která udává počet rozd́ıl̊u, které jsou kladné,
nabývá hodnoty 2 (učitelé č́ıslo 3 a 8). Ve statistických tabulkách najdeme pro
n = 10 a α = 0, 05 kritické hodnoty k1 = 1, k2 = 9. Protože se jedná o obou-
strannou alternativu, kritický obor je W = 〈0, k1〉 ∪ 〈k2, n〉 = 〈0, 1〉 ∪ 〈9, 10〉.
Protože kritický obor neobsahuje hodnotu 2, nemůžeme H0 zamı́tnout na hla-
dině významnosti 0, 05.

Přestože tedy podle výsledk̊u źıskalo osm učitel̊u lepš́ı hodnoceńı než v mi-
nulém roce, nemůžeme zamı́tnout tvrzeńı, které ř́ıká, že přednášej́ıćı źıskali letos
od student̊u v pr̊uměru stejný počet bod̊u jako vloni.

Postup v programu STATISTICA:
Vytvoř́ıme datový soubor o 4 proměnných a 10 př́ıpadech. Do prvńıho sloupce,
který znázorňuje prvńı proměnnou, zaṕı̌seme hodnoty Xi a do druhého sloupce,
který znázorňuje druhou proměnnou, zaṕı̌seme hodnoty Yi. Do třet́ı proměnné
zaṕı̌seme rozd́ıly Zi = Xi−Yi a do posledńıho sloupce zaṕı̌seme do všech řádk̊u
hodnoty konstanty c, což je v našem př́ıpadě nula. Hodnoty Zi a c nemuśıme
vypisovat ručně. Dvakrát poklepeme na hlavičku př́ıslušné proměnné a t́ım se
nám otevře okno, ve kterém v dolńı části (Long name) nastav́ıme vzorec pro
výpočet dané proměnné. V př́ıpadě Zi naṕı̌seme =v1-v2, což znač́ı, že hodnoty
třet́ı proměnné jsou vypoč́ıtány jako rozd́ıly prvńı a druhé proměnné. V př́ıpadě
c naṕı̌seme =0, což odpov́ıdá hodnotě konstanty c, která je pro všechna i rovna
nule.
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Znaménkový test

Dále zvoĺıme v menu Statistics - Nonparametrics - Comparing two dependent
samples (variables). Ve Variables zvoĺıme proměnné, které nás zaj́ımaj́ı (v tomto
př́ıpadě proměnné 3 a 4 - hodnoty Zi a c) a spust́ıme test pomoćı tlač́ıtka Sign
test.

V tabulce máme uvedené 4 hodnoty. Prvńı nám určuje počet nenulových
rozd́ıl̊u, tedy rozsah výběru, se kterým se výpočet provád́ı. Druhá udává pro-
cento záporných rozd́ıl̊u (80% z 10 = 8). Třet́ı nám určuje hodnotu testové
statistiky UZ a čtvrtá p-hodnotu.

Protože p-hodnota je větš́ı než hladina významnosti α (0, 113846 > 0, 05),
nemůžeme H0 na této hladině významnosti zamı́tnout.

Mohli bychom také hodnotu testové statistiky UZ porovnat s př́ıslušným
α-kvantilem, kdy pro |UZ | ≥ u1−α/2 H0 zamı́táme. Vid́ıme, že 1, 581139 �
1, 95996, takže ani t́ımto zp̊usobem nemůžeme H0 zamı́tnout. V tomto př́ıpadě
je však vhodněǰśı využ́ıt kritické hodnoty z tabulek, protože rozsah výběru ne-
splňuje podmı́nku asymptotické normality statistiky S+

Z , tj. n > 20.
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Wilcoxon̊uv test

Z krabicového grafu lze usoudit, že předpoklad o rovnosti medián̊u obou
výběr̊u je oprávněný.

Poznámka 3.5. Dalo by se postupovat jednodušeji a vytvořit datový soubor
o pouze 2 proměnných, do kterých bychom zapsali hodnoty Xi a c (v př́ıpadě
jednovýběrové varianty), př́ıpadně Xi a Yi (u párové varianty). Program STA-
TISTICA totiž řeš́ı zadaný problém tak, že porovnává dvě proměnné a určuje,
zda je jejich rozd́ıl nulový.

3.3 Wilcoxon̊uv test

Wilcoxon̊uv test je obdobou předešlého znaménkového testu s t́ım rozd́ılem, že
se nejen zkoumá, zda je daná hodnota větš́ı nebo menš́ı než medián, ale že se
v úvahu berou i velikosti odchylek. Proti znaménkovému testu má Wilcoxon̊uv
test větš́ı śılu.

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr ze spojitého rozložeńı s hustotou f(x),
která je symetrická kolem mediánu x0,50 a kladná v jeho okoĺı. Plat́ı tedy
f(x0,50 − x) = f(x0,50 + x). Testujeme hypotézu H0 : x0,50 = c
proti oboustranné alternativě H1 : x0,50 6= c (resp. levostranné alternativě
H1 : x0,50 < c, resp. proti pravostranné alternativě H1 : x0,50 > c), kde c
je reálná konstanta.

Položme Yi = Xi − c, i = 1, . . . , n. Je-li některá z veličin Xi rovna
c, zpravidla se toto pozorováńı vynechává. Pak n o počet těchto pozorováńı
sńıž́ıme.

Veličiny Yi seřad́ıme do neklesaj́ıćı posloupnosti podle jejich absolutńı hod-
noty. Označme Ri pořad́ı veličiny |Yi| a zaved’me statistiky

S+
W =

∑
Yi>0

Ri , S−W =
∑
Yi<0

Ri,

15



Wilcoxon̊uv test

kde S+
W je součet pořad́ı přes kladné hodnoty Yi a S−W je součet pořad́ı přes

záporné hodnoty Yi. Přitom plat́ı S+
W + S−W = n (n+ 1) /2.

Občas se stane, že některé hodnoty nejsou r̊uzné. Těm potom přǐrazujeme
pr̊uměrné pořad́ı.

H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud je hodnota testové statis-
tiky menš́ı nebo rovna tabelované kritické hodnotě wα(n). Testová statistika pro
oboustrannou alternativu je min(S+

W , S
−
W ) (resp. S+

W pro levostrannou alterna-
tivu, resp. S−W pro pravostranou alternativu).

Z učiněných předpoklad̊u vyplývá, že při platnosti H0 jsou Y1, . . . , Yn nezá-
vislé stejně rozdělené náhodné veličiny, jejichž rozložeńı je symetrické kolem
nuly.

Věta 3.3. Plat́ı-li H0, pak vektory (signY1, . . . , signYn)′ a (|Y |(1), . . . , |Y |(n))
jsou nezávislé.

D̊ukaz. Jelikož veličiny Yi jsou nezávislé, vektory (signYi, |Yi|)′ jsou také ne-
závislé. Ze spojitosti a ze symetrie rozložeńı vyplývá, že

P(signYi = 1) = P(signYi = −1) =
1
2

Dále máme pro libovolné y > 0

P(signYi = 1, |Yi| < y) = P(0 < Yi < y) =
1
2

P(−y < Yi < y) =

=
1
2

P(|Yi| < y) =
1
2

P(signYi = 1)P(|Yi| < y).

Proto veličiny signYi a |Yi| jsou pro každé i nezávislé. Celkově dostáváme, že
vektory (signY1, . . . , signYn)′ a (|Y1|, . . . , |Yn|)′ jsou nezávislé. Protože vektor
(|Y |(1), . . . , |Y |(n))′ je funkćı vektoru (|Y1|, . . . , |Yn|)′, je t́ım věta dokázána.

Věta 3.4. Označme S =
∑n
i=1RisignYi = S+

W − S
−
W . Pak

S+
W =

1
2
S +

1
4
n(n+ 1).

D̊ukaz. Plat́ı S = S+
W −S

−
W a S+

W +S−W = n(n+1)/2. Odtud vypočteme S+
W

Věta 3.5. Plat́ı-li H0, pak

E(S+
W ) =

1
4
n(n+ 1) , D(S+

W ) =
1
24
n(n+ 1)(2n+ 1).

D̊ukaz. Nejprve si všimněme, že E(signYi) = 0 pro každé i. Z věty 3.3 dosta-
neme, že E(RisignYi) = E(Ri)E(signYi), a tak

E(RisignYi) = 0. (3.2)

Odtud

E(S) =
n∑
i=1

E(RisignYi) = 0.
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Vzhledem k (3.2) plat́ı

D(RisignYi) = E[(RisignYi)2] = E[(Ri)2]E[(signYi)2] =

= E[(Ri)2] = 12 1
n

+ 22 1
n

+ · · ·+ n2 1
n

=
1
6

(n+ 1)(2n+ 1).

Obdobně se dokáže, že plat́ı

C(RisignYi, RjsignYj) = 0 pro i 6= j.

Nyńı společně s využit́ım věty 3.4 se vypoč́ıtá

E(S+
W ) = E[

1
2
S +

1
4
n(n+ 1)] =

1
2

E(S) + E[
1
4
n(n+ 1)] =

1
4
n(n+ 1)

D(S+
W ) = D[

1
2
S +

1
4
n(n+ 1)] =

1
4

D(S) =
1
4

D(
n∑
i=1

RisignYi) =

=
1
4
n

1
6

(n+ 1)(2n+ 1) =
1
24
n(n+ 1)(2n+ 1).

Za platnosti H0 má S+
W asymptoticky normálńı rozložeńı. Pro n > 30 lze tedy

test hypotézy H0 založit na veličině

UW =
S+
W − E(S+

W )√
D(S+

W )
=

S+
W −

1
4n(n+ 1)√

1
24n(n+ 1)(2n+ 1)

,

která má za platnosti H0 standardńı normálńı rozložeńı N(0, 1).

Důsledek 3.6. Kritický obor pro oboustrannou alternativu má tvar

W = (−∞,−u1−α/2〉 ∪ 〈u1−α/2,∞).

(Analogicky pro jednostranné alternativy.) Pokud se statistika UW realizuje v kri-
tickém oboru W , zamı́táme H0 na asymptotické hladině významnosti α.

Poznámka 3.6. Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test lze modifikovat na párový
test.

Věta 3.7. Necht’ (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) je náhodný výběr ze spojitého dvou-
rozměrného rozložeńı. Testujeme hypotézu H0 : x0,50− y0,50 6= c, kde c je reálná
konstanta. Vytvoř́ıme rozd́ıly Zi = Xi − Yi, i = 1, . . . , n a testujeme
podle předchoźıho postupu hypotézu o mediánu z0,50, tj. H0 : z0,50 = c proti
H1 : z0,50 6= c. (Jednostranné alternativy analogicky.)
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3.4 Př́ıklad

Spoč́ıtejme si stejný př́ıklad jako u znaménkového testu. Máme tedy určit,
zda přednášej́ıćı źıskali v pr̊uměru stejná honoceńı v loňském i letošńım roce.
Připomeňme si, jaká byla:

Č́ıslo učitele 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Body vloni 932 906 943 907 893 870 889 902 866 787
Body letos 933 923 942 909 908 893 890 900 888 803

Hypotézu budeme testovat na hladině významnosti 0,05 a tentokrát použije-
me jednovýběrový Wilcoxon̊uv test.

Řešeńı. Testujeme hypotézu H0 : x0,50 − y0,50 = 0 proti oboustranné alterna-
tivě H0 : x0,50 − y0,50 6= 0. Opět si párový test převedeme na jednovýběrovou
variantu. Rozd́ıly hodnot Xi a Yi jsou následuj́ıćı:

Č́ıslo učitele 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zi = Xi − Yi -1 -17 1 -2 -15 -23 -1 2 -22 -16

Veličiny Zi seřad́ıme do neklesaj́ıćı posloupnosti podle jejich absolutńı hod-
noty a přǐrad́ıme jim př́ıslušná pořad́ı.

Zi = Xi − Yi -1 -1 1 -2 2 -15 -16 -17 -22 -23
Pořad́ı Ri 2 2 2 4,5 4,5 6 7 8 9 10

Spoč́ıtáme si hodnoty statistik S+
W a S−W udávaj́ıćı hodnotu součtu pořad́ı

přes kladné, respektive záporné hodnoty.

S+
W = 6, 5 , S−W = 48, 5.

Testová statistika pro oboustrannou alternativu je min(6, 5; 48, 5). Hodnota tes-
tové statistiky je tedy, jak vid́ıme, 6,5. H0 zamı́táme na hladině významnosti
α, pokud je hodnota testové statistiky menš́ı nebo rovna tabelované kritické
hodnotě wα(n). Pro n = 10 a α = 0, 05 odpov́ıdá kritická hodnota č́ıslu 8.
Protože 6, 5 < 8, zamı́táme nulovou hypotézu H0, že hodnoceńı byla v obou
letech v pr̊uměru stejná, na hladině významnosti 0, 05.

Jak vid́ıme, na rozd́ıl od znaménkového testu Wilcoxon̊uv test hypotézu
zamı́tá. To odpov́ıdá předpokladu, že u znaménkového testu je pravděpodobnost
chyby druhého druhu vyšš́ı.

Postup v programu STATISTICA:
Mohli bychom postupovat stejně jako v př́ıpadě znaménkového testu a vy-

tvořit si datový soubor o 4 proměnných (Xi, Yi, Zi, c), ale i tentokrát stač́ı po-
stupovat jednodušeji a vytvořit si datový soubor o pouze 2 proměnných a 10
př́ıpadech. Do př́ıslušných proměnných zadáme hodnoty pro Xi a Yi.

Dále v menu zvoĺıme Statistics - Nonparametrics - Comparing two depen-
dent samples (variables) (úplně stejné jako v př́ıpadě znaménkového testu). Ve
Variables zvoĺıme proměnné a spust́ıme test pomoćı tlač́ıtka Wilcoxon matched
pairs test.
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V tabulce vid́ıme 4 hodnoty. Prvńı udává počet hodnot, se kterými se pracuje
(n = 10), druhá udává hodnotu testové statistiky min(S+

W , S
−
W ), třet́ı hodnotu

statistiky |UW | a čtvrtá p-hodnotu.
Protože p-hodnota je menš́ı než hladina významnosti α (0, 032314 < 0, 05),

zamı́táme H0 na této hladině významnosti.
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Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test 20

Kapitola 4

Dvouvýběrové
neparametrické testy

Dvouvýběrové neparametrické testy jsou neparametrickou obdobou dvouvýbě-
rového t-testu. V této kapitole se zaměř́ıme na vysvětleńı principu dvouvýbě-
rového Wilcoxonova testu a ukážeme si jeho výpočet na př́ıkladě.

4.1 Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Necht’ X1, . . . , Xm je náhodný výběr ze spojitého rozložeńı s distribučńı funkćı
F a necht’ Y1, . . . , Yn je na něm nezávislý náhodný výběr ze spojitého rozložeńı
s distribučńı funkćı G. Testujeme hypotézu H0 : F = G proti alternativě
H1 : F 6= G.

Všech m + n veličin X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn (sdružený výběr) uspořádáme
vzestupně podle velikosti. Přitom se označeńı výběr̊u voĺı tak, aby platilo m ≥
n. V tomto sdruženém výběru maj́ı veličiny X1, . . . , Xm pořad́ı R1, . . . , Rm
a veličiny Y1, . . . , Yn pořad́ı Rm + 1, . . . , Rm + n. Označme T1 součet pořad́ı
veličin X1, . . . , Xm a T2 součet pořad́ı veličin Y1, . . . , Yn. Tedy muśı platit T1 +
T2 = (m+ n)(m+ n+ 1)/2.

Věta 4.1. Plat́ı-li H0, pak

E(T1) =
1
2
m(m+ n+ 1), D(T1) =

1
12
mn(m+ n+ 1).

D̊ukaz. Viz [1], str.236-237.

Mı́sto veličin T1, T2 se zpravidla použ́ıvaj́ı veličiny

U1 = mn+m(m+ 1)/2− T1, U2 = mn+ n(n+ 1)/2− T2.

Př́ıtom plat́ı U1 + U2 = mn. Testu založeném na U1, U2 se někdy také ř́ıká
Mann̊uv-Whitneẙuv test. Pokud min(U1, U2) je menš́ı nebo rovno tabelo-
vané kritické hodnotě (pro dané rozsahy výběr̊u m,n a dané α), pak nulovou hy-
potézu o totožnosti obou distribučńıch funkćı zamı́táme na hladině významnosti
α.



Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Pro velká m a n (prakticky n,m > 30, ale dá se aplikovat už při m,n > 10)
se použije následuj́ıćı postup.
Z věty 4.1 plyne, že

E(U1) =
1
2
mn, D(U1) =

1
12
mn(m+ n+ 1).

Jelikož U2 = mn − U1, plat́ı E(U2) = E(U1),D(U2) = D(U1). Zároveň pro
m→∞ a n→∞má veličina U1 (i veličina T1) asymptoticky normálńı rozložeńı.
Vypočte se tedy

UW2 =
U1 − E(U1)√

D(U1)
.

UW2 má za platnosti H0 standardńı normálńı rozložeńı N(0, 1).

Poznámka 4.1. Aproximace normálńım rozložeńım N(0, 1) se zlepš́ı použit́ım
tzv. korekce na nespojitost. Testová statistika UW2 má pak tvar

U1 − E(U1)± 1
2√

D(U1)
,

přičemž 1
2 přič́ıtáme, pokud U1 − E(U1) ≤ n

2 , a odeč́ıtáme v opačném př́ıpadě.

Důsledek 4.2. Kritický obor pro oboustrannou alternativu má tvar

W = (−∞,−u1−α/2〉 ∪ 〈u1−α/2,∞).

Pokud se statistika UW2 realizuje v kritickém oboru W , zamı́táme H0 na asymp-
totické hladině významnosti α.

4.2 Př́ıklad

Trenér běžeckého družstva se rozhodl vyzkoušet novou metodu tréninku. Osm
běžc̊u využ́ıvalo starou metodu a čtyři se rozhodli vyzkoušet nový zp̊usob. Po
určité době se změřily výsledky, za kolik sekund uběhne každý běžec vzdálenost
100 metr̊u. Ty byly následuj́ıćı:

Metoda A 13,05 12,58 14,26 15,08 12,37 10,45 14,64 12,73
Metoda B 11,98 12,68 13,04 12,49

Naš́ım úkolem je na hladině významnosti 0,05 posoudit, zda je nová metoda
tréninku stejně efektivńı jako metoda stará.

Řešeńı. Testujeme hypotézu H0 : x0,50 = y0,50 proti oboustranné alternativě
H0 : x0,50 6= y0,50.

Všechny hodnoty seřad́ıme do neklesaj́ıćı posloupnosti a přǐrad́ıme jim př́ı-
slušná pořad́ı.

Seřazené hodnoty 10,45 11,98 12,37 12,49 12,58 12,68
Pořad́ı A 1 - 3 - 5 -
Pořad́ı B - 2 - 4 - 6
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Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Seřazené hodnoty 12,73 13,04 13,05 14,26 14,64 15,08
Pořad́ı A 7 - 9 10 11 12
Pořad́ı B - 8 - - - -

Nyńı si vypoč́ıtáme hodnoty veličin T1 a T2 udávaj́ıćı součet pořad́ı prvńıho,
respektive druhého výběru, a z nich poté urč́ıme hodnoty veličin U1 a U2:

T1 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 10 + 11 + 12 = 58, T2 = 2 + 4 + 6 + 8 = 20

U1 = 8 · 4 + 8 · 9/2− 58 = 10, U2 = 8 · 4 + 4 · 5/2− 20 = 22

H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud je min(U1, U2) menš́ı nebo
rovno tabelované kritické hodnotě. Pro m = 8, n = 4 a α = 0, 05 odpov́ıdá
kritická hodnota č́ıslu 4 a min(10, 22) = 10. Protože 10 
 4, nemůžeme na
dané hladině významnosti zamı́tnout nulovou hypotézu H0, že jsou obě metody
tréninku stejně efektivńı.

Postup v programu STATISTICA:
Vytvoř́ıme si datový soubor o 2 proměnných a 12 př́ıpadech. Do prvńı proměnné
naṕı̌seme naměřené časy a do druhé č́ısla 1 nebo 2 podle toho, kterou metodu
tréninku běžec využ́ıval.

Dále v menu zvoĺıme Statistics - Nonparametrics - Comparing two inde-
pendent samples (groups). Ve Variables zvoĺıme za závislou proměnnou prvńı
proměnnou (Hodnoty) a za nezávislou (grupovaćı) proměnnou zvoĺıme druhou
proměnnou (Metoda). Test spust́ıme pomoćı tlač́ıtka Mann-Whitney U test.

V tabulce máme postupně hodnoty T1, T2, min(U1, U2), UW2, p-hodnota,
upravené UW2, p-hodnota, m, n a přesná p-hodnota, která nás v tomto př́ıpadě
nejv́ıce zaj́ımá, protože se použ́ıvá pro rozsahy výběr̊u pod 30.

Jelikož 0, 367677 
 0, 05, nemůžeme na dané hladině významnosti zamı́tnout
nulovou hypotézu H0, že jsou obě metody tréninku stejně efektivńı.
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Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Z krabicového grafu lze usoudit, že předpoklad o rovnosti medián̊u obou
výběr̊u je oprávněný.
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Kruskal̊uv-Wallis̊uv test 24

Kapitola 5

Vı́cevýběrové
neparametrické testy

Vı́cevýběrové neparametrické testy jsou neparametrickou obdobou paramet-
rických test̊u založených na analýze rozptylu jednoduchého tř́ıděńı, respektive
dvojného tř́ıděńı. V této kapitole se zaměř́ıme na vysvětleńı principu mediáno-
vého, Kruskalova-Wallisova a Friedmannova testu a ukážeme si jejich výpočet
na př́ıkladě.

5.1 Kruskal̊uv-Wallis̊uv test

Kruskal̊uv-Wallis̊uv test je neparametrickou obdobou analýzy rozptylu jedno-
duchého tř́ıděńı.

Necht’ Yi1, . . . , Yini
, i = 1, . . . , r je r náhodných výběr̊u o rozsaźıch n1, . . . , nr.

Necht’ všechny tyto výběry jsou na sobě nezávislé a pocházej́ı ze spojitého
rozložeńı, přičemž i-tý výběr pocháźı z rozložeńı s distribučńı funkćı Fi, i =
1, . . . , r. Testujeme hypotézu H0, že všechny tyto výběry pocházej́ı ze stejného
rozložeńı, neboli

H0 : F1(x) = · · · = Fr(x) pro ∀x
Veličiny Yij vytvoř́ı dohromady sdružený výběr o rozsahu N = n1 + · · ·+nr.

Uspořádáme je do rostoućı posloupnosti, ve které maj́ı veličiny Y11, . . . , Y1n1

pořad́ı R1, . . . , Rn1 , veličiny Y21, . . . , Y2n2 pořad́ı Rn1+1, . . . , Rn1+n2 a tak dále.
Označmě Ti součet pořad́ı těch hodnot, které patř́ı do i-tého výběru, i = 1, . . . , r.
Tedy muśı platit T1 + · · ·+ Tr = N(N + 1)/2.

Testová statistika má tvar

QK =
12

N(N + 1)

r∑
i=1

T 2
i

ni
− 3(N + 1).

Plat́ı-li H0, má QK asymptoticky rozložeńı χ2(r − 1), rostou-li rozsahy výběr̊u
nade všechny meze. Tedy pro QK ≥ χ2

1−α(r − 1) zamı́tneme H0 na hladině
významnosti, která se s rostoućımi ni bĺıž́ı č́ıslu α.

Poznámka 5.1. Zamı́tneme-li H0, je třeba rozhodnout, které dvojice výběr̊u
se od sebe významně lǐśı. K tomu se využ́ıvaj́ı metody mnohonásobného
porovnáváńı.



Kruskal̊uv-Wallis̊uv test

Pokud maj́ı výběry stejný rozsah n, můžeme použ́ıt Neményiho metodu:
Je-li |Tl−Tk| ≥ tabelovaná kritická hodnota, zamı́táme na hladině významnosti
α hypotézu, že l-tý a k-tý výběr pocházej́ı ze stejného rozložeńı.

Pokud maj́ı výběry r̊uzné rozsahy, použijeme obecnou metodu mno-
honásobného porovnáváńı: Je-li

|Tl − Tk| ≥
√

1
12

( 1
nl

+
1
nk

)
N(N + 1)hα,

zamı́táme na hladině významnosti α hypotézu, že l-tý a k-tý výběr pocházej́ı
ze stejného rozložeńı. Při větš́ıch rozsaźıch výběr̊u je možno nahradit kritickou
hodnotu hα kvantilem χ1−α(r − 1).

5.2 Př́ıklad

Máme 4 druhy výrobk̊u a 6 firem, které je prodávaj́ı. Na základě údaj̊u o počtu
prodaných kus̊u jednotlivých druh̊u výrobk̊u každou firmou za jeden měśıc máme
určit, zda se od sebe mediány počtu prodaných kus̊u jednotlivých výrobk̊u lǐśı.
Hypotézu budeme testovat na hladině významnosi 0,05.

Firmy
1. 2. 3. 4. 5. 6.

1.výrobek 642 725 680 732 801 643
2.výrobek 558 632 721 823 801 561
3.výrobek 645 698 769 767 806 603
4.výrobek 679 785 568 621 689 777

Řešeńı. Testujeme hypotézu H0, že mediány počtu prodaných kus̊u jednot-
livých výrobk̊u jsou stejné, proti alternativě, že alespoň jeden medián se lǐśı.
Nejprve všechny hodnoty uspořádáme vzestupně podle velikosti a stanov́ıme
jejich pořad́ı.

Seřazené hodnoty 558 561 568 603 621 632 642 643
1.výrobek - - - - - - 7 8
2.výrobek 1 2 - - - 6 - -
3.výrobek - - - 4 - - - -
4.výrobek - - 3 - 5 - - -

Seřazené hodnoty 645 679 680 689 698 721 725 732
1.výrobek - - 11 - - - 15 16
2.výrobek - - - - - 14 - -
3.výrobek 9 - - - 13 - - -
4.výrobek - 10 - 12 - - - -

Seřazené hodnoty 767 769 777 785 801 801 806 823
1.výrobek - - - - 21,5 - - -
2.výrobek - - - - - 21,5 - 24
3.výrobek 17 18 - - - - 23 -
4.výrobek - - 19 20 - - - -
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Kruskal̊uv-Wallis̊uv test

Vypočteme součty pořad́ı jednotlivých výrobk̊u:

T1 = 78, 5, T2 = 68, 5, T3 = 84, T4 = 69

Nyńı urč́ıme hodnotu testové statistiky QK :

QK =
12

24 · 25

(78, 52

6
+

68, 52

6
+

842

6
+

692

6

)
− 3 · 25=̇0, 572

H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud QK ≥ χ2
1−α(r − 1). Hod-

nota χ2
0,95(3) je rovna č́ıslu 7, 81, nemůžeme tedy na dané hladině významnosti

zamı́tnout hypotézu o rovnosti medián̊u počtu prodaných kus̊u jednotlivých
výrobk̊u.

Postup v programu STATISTICA:
Vytvoř́ıme si datový soubor o 2 proměnných a 24 př́ıpadech. Do prvńı proměnné
naṕı̌seme počet prodaných kus̊u a do druhé č́ısla 1, 2, 3 nebo 4 podle toho, o
který výrobek se jedná.

Dále v menu zvoĺıme Statistics - Nonparametrics - Comparing multiple in-
dependent samples (groups). Ve Variables zvoĺıme za závislou proměnnou prvńı
proměnnou (Kusy) a za nezávislou proměnnou zvoĺıme druhou proměnnou (Vý-
robky). Test spust́ıme pomoćı tlač́ıtka Summary: Kruskal-Wallis ANOVA &
Median test.

Prvńı sloupec nám udává, o který druh výrobku se jedná, druhý sloupec
udává počet hodnot v každém výběru a třet́ı sloupec obsahuje hodnoty veličin
Ti. Nás ale nejv́ıce zaj́ımá p-hodnota, kterou můžeme vidět v hlavičce tabulky.
Protože 0, 9028 
 0, 05, nemůžeme na dané hladině významnosti zamı́tnout
nulovou hypotézu o rovnosti medián̊u.
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Kruskal̊uv-Wallis̊uv test

Z krabicového grafu lze usoudit, že předpoklad o rovnosti medián̊u všech
výběr̊u je oprávněný.

Poznámka 5.2. Pokud bychom nulovou hypotézu o rovnosti medián̊u všech
výběr̊u zamı́tli, použili bychom metodu mnohonásobného porovnáváńı k rozhod-
nut́ı, které dvojice výběr̊u se od sebe významně lǐśı. V systému STATISTICA
se postupuje následovně: V menu zvoĺıme Statistics - Nonparametrics - Com-
paring multiple independent samples (groups). Ve Variables zvoĺıme za závislou
proměnnou prvńı proměnnou (Kusy) a za nezávislou proměnnou zvoĺıme dru-
hou proměnnou (Výrobky). Test spust́ıme pomoćı tlač́ıtka Multiple comparisons
of mean ranks for all groups. V našem př́ıpadě by výsledek vypadal takto:

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro test hypotézy, že l-tý a k-tý výběr pocházej́ı
z téhož rozložeńı. Vid́ıme, že žádná z p-hodnot neńı menš́ı než hladina význam-
nosti 0,05, což odpov́ıdá našemu předchoźımu výsledku, že nemůžeme zamı́tnout
nulovou hypotézu o rovnosti medián̊u.
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Mediánový test

5.3 Mediánový test

Necht’ Yi1, . . . , Yini
, i = 1, . . . , r je r náhodných výběr̊u o rozsaźıch n1, . . . , nr.

Necht’ všechny tyto výběry jsou na sobě nezávislé a pocházej́ı ze spojitého
rozložeńı s distribučńı funkćı Fi, i = 1, . . . , r. Testujeme hypotézu H0, že všechny
tyto výběry pocházej́ı ze stejného rozložeńı, neboli

H0 : F1(x) = · · · = Fr(x) pro ∀x

Veličiny Yij vytvoř́ı dohromady sdružený výběr o rozsahu N = n1 + · · ·+nr.
Uspořádáme je do rostoućı posloupnosti, ve které maj́ı veličiny Y11, . . . , Y1n1

pořad́ı R1, . . . , Rn1 , veličiny Y21, . . . , Y2n2 pořad́ı Rn1+1, . . . , Rn1+n2 a tak dále.
Mediánový test je založen na testové statistice

QM = 4
r∑
i=1

1
ni

(Ai −
ni
2

)2 = 4
r∑
i=1

A2
i

ni
−N,

kde
Ai =

∑
j∈gi

1
2
{sign[Rj −

1
2

(N + 1)] + 1} pro i = 1, . . . , r

udává počet veličin i-tého výběru, které jsou větš́ı než medián sdruženého
výběru. Př́ıčemž se k tomuto počtu připočte 1

2 , pokud je N liché a medián
patř́ı do i-tého výběru.

Plat́ı-li H0, má QM asymptoticky rozložeńı χ2(r − 1), rostou-li rozsahy
výběr̊u nade všechny meze. Tedy pro QM ≥ χ2

1−α(r − 1) zamı́tneme H0 na
hladině významnosti, která se s rostoućımi ni bĺıž́ı č́ıslu α.

5.4 Př́ıklad

Spoč́ıtejme si stejný př́ıklad jako v př́ıpadě Kruskalova-Wallisova testu.

Řešeńı. Med́ıán všech 24 hodnot je 696, 9167. V prvńım výběru lež́ı nad me-
diánem 3 hodnoty, ve druhém výběru 3 hodnoty, ve třet́ım výběru 4 hodnoty
a ve čtvrtém výběru 2 hodnoty. Hodnota testové statistiky QM je tedy:

QM = 4
(32

6
+

32

6
+

42

6
+

22

6

)
− 24 = 1, 3

H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud QM ≥ χ2
1−α(r − 1). Hod-

nota χ2
0,95(3) je rovna č́ıslu 7, 81, nemůžeme tedy na dané hladině významnosti

zamı́tnout hypotézu o rovnosti medián̊u počtu prodaných kus̊u jednotlivých
výrobk̊u.

Postup v programu STATISTICA:
Postup je naprosto stejný jako u Kruskalova-Wallisova testu.

28



Friedmann̊uv test

Jelikož p-hodnota neńı menš́ı než hladina významnosti (0, 7212 
 0, 05),
nemůžeme zamı́tnout nulovu hypotézu, že se od sebe mediány počtu prodaných
kus̊u jednotlivých výrobk̊u nelǐśı.

5.5 Friedmann̊uv test

Friedmann̊uv test je neparametrickou obdobou analýzy rozptylu dvojného tř́ı-
děńı.

Necht’ Yij jsou nezávislé náhodné veličiny se spojitými distribučńımi funk-
cemi Fij , i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , k. Máme tedy celkem r · k pozorováńı na r
objektech při k opakováńıch, které se nám rozpadaj́ı do r blok̊u s k prvky. Testu-
jeme hypotézu H0, že distribučńı funkce Fi1, . . . , Fik jsou totožné (Fij nezáviśı
na j, zat́ımco na i záviset může).

Friedmann̊uv test se použ́ıvá k ověřeńı shody úrovně určitého znaku. Dů-
vodem jeho použit́ı je snaha posoudit, zda úroveň sledovaného znaku záviśı
anebo nezáviśı na změně podmı́nek. Na každém z r objekt̊u (resp. blok̊u) je
aplikováno k ošetřeńı. V závislosti na výsledku urč́ıme, zda ošetřeńı maj́ı na
každý objekt stejný efekt. Někdy nejde o ošetřeńı v pravém slova smyslu, ale
nějaká veličina je na každém sledovaném objektu zaznamenávána v k časových
okamžićıch.

Použije se následuj́ıćı postup.
Pro každé i zvlášt’ se urč́ı pořad́ı Rij veličiny Yij . Jde tedy o určeńı pořad́ı uvnitř
každého bloku, mezi veličinami Yi1, . . . , Yik.

j j
i 1 2 ... k i 1 2 ... k
1 Y11 Y12 ... Y1k 1 R11 R12 ... R1k

2 Y21 Y22 ... Y2k =⇒ 2 R21 R22 ... R2k

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
r Yr1 Yr2 ... Yrk r Rr1 Rr2 ... Rrk

Testová statistika má tvar

QF =
12

rk(k + 1)

k∑
j=1

(
r∑
i=1

Rij)2 − 3r(k + 1).

Plat́ı-li H0, má QF asymptoticky rozložeńı χ2(k − 1), rostou-li rozsahy výběr̊u
nade všechny meze. Tedy pro QF ≥ χ2

1−α(k − 1) zamı́tneme H0 na hladině
významnosti, která se s rostoućım r bĺıž́ı č́ıslu α.

29



Friedmann̊uv test

5.6 Př́ıklad

Při procesu učeńı byl studován vliv adaptace na experimentálńı situaci. De-
set pokusných osob vstupovalo do pokusu celkem čtyřikrát s dvoutýdenńımi
odstupy. Úkol byl vždy jiný svým konkrétńım obsahem, ale typ úkolu byl za-
chován. Na základě naměřených výsledk̊u máme na hladině významnosti 0,05
zjistit, zda se učeńı v pr̊uběhu pokusu zlepšuje (učené osoby se ”uč́ı učit“) nebo
z̊ustává na stejné úrovni.

Opakováńı
Osoba 1. 2. 3. 4.

1. 2 3 2 4
2. 4 3 6 6
3. 6 5 7 8
4. 2 1 4 3
5. 0 2 1 4
6. 10 8 9 11
7. 8 9 8 7
8. 5 6 4 7
9. 3 4 6 5
10. 7 6 5 4

Řešeńı. Testujeme hypotézu H0, že výsledky pokus̊u se měńı jen náhodně (tzn.
nezálež́ı na tom, kolik pokus̊u osoba absolvuje).

Nejprve u každé sledované osoby zjǐstěné výsledky nahrad́ıme jejich pořad́ım.

Opakováńı
Osoba 1. 2. 3. 4.

1. 1,5 3 1,5 4
2. 2 1 3,5 3,5
3. 2 1 3 4
4. 2 1 4 3
5. 1 3 2 4
6. 3 1 2 4
7. 2,5 4 2,5 1
8. 2 3 1 4
9. 1 2 4 3
10. 4 3 2 1∑

21 22 25,5 31,5

Pro r = 10 a k = 4 má testová statistika QF tvar:

QF =
12

10 · 4 · 5

(
212 + 222 + 25, 52 + 31, 52

)
− 3 · 10 · 5 = 4, 05

H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud QF ≥ χ2
1−α(k−1). Hodnota

χ2
0,95(3) je rovna č́ıslu 9, 488, nemůžeme tedy na dané hladině významnosti

zamı́tnout hypotézu, že se výsledky pokus̊u měńı jen náhodně.

Postup v programu STATISTICA:
Vytvoř́ıme si datový soubor o 4 proměnných a 10 př́ıpadech. Každá proměnná
odpov́ıdá jednomu pokusu, takže do každého sloupce zaṕı̌seme výsledky každé
testované osoby odpov́ıdaj́ıćı pokus̊um 1 až 4.
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Friedmann̊uv test

Dále v menu zvoĺıme Statistics - Nonparametrics - Comparing multiple de-
pendent samples (variables). Ve Variables zvoĺıme všechny proměnné (pokusy
1 až 4) a test spust́ıme pomoćı tlač́ıtka Summary: Friedmann & Kendall’s con-
cordance.

V tabulce máme 4 sloupce. Prvńı nám určuje pr̊uměrné pořad́ı naměřených
hodnot v každém pokusu (R.j/r), druhý součet pořad́ı v každém pokusu (R.j),
třet́ı pr̊uměr naměřených hodnot v každém pokusu (Y.j/r) a posledńı směrodat-
nou odchylku. Nás ale nejv́ıce zaj́ımá p-hodnota, kterou najdeme v hlavičce
tabulky. Protože 0, 24353 
 0, 05, nemůžeme na dané hladině významnosti
zamı́tnout nulovou hypotézu, že se výsledky pokus̊u měńı jen náhodně.

Z krabicového grafu můžeme vyč́ıst, že se výsledky pokus̊u v pr̊uměru moc
neměńı, nemůžeme tedy ř́ıci, že se osoby ”uč́ı učit“)
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Tabulka 5. - Kritické hodnoty dvouvýběrového Wilcoxonova testu

Tabulka 6. - Kvantily Pearsonova rozložeńı



Tabulky

Tabulka 1. - Koeficienty ai Shaphirova-Wilkova testu a kvantily
swα(n) pro α = 0, 05

i n = 5 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10
1 0,6646 0,6431 0,6233 0,6052 0,5888 0,5739
2 0,2413 0,2816 0,3031 0,3164 0,3244 0,3291
3 0 0,0875 0,1401 0,1743 0,1976 0,2141
4 - - 0 0,0561 0,0947 0,1224

sw0,95(n) 0,762 0,788 0,803 0,818 0,829 0,842

Zdroj:
http://www.kmt.zcu.cz/person/Kohout/info soubory/letnisem/tabulky.htm
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Tabulky

Tabulka 2. - Kvantily uα standardizovaného normálńıho rozložeńı

α uα α uα
0,950 1,64485 0,970 1,88079
0,951 1,65463 0,971 1,89570
0,952 1,66456 0,972 1,91104
0,953 1,67466 0,973 1,92684
0,954 1,68494 0,974 1,94313
0,955 1,69540 0,975 1,95996
0,955 1,70604 0,976 1,97737
0,957 1,71689 0,977 1,99539
0,958 1,72793 0,978 2,01409
0,959 1,73920 0,979 2,03352
0,960 1,75069 0,980 2,05375
0,961 1,76241 0,981 2,07485
0,962 1,77438 0,982 2,09693
0,963 1,78661 0,983 2,12007
0,964 1,79912 0,984 2,14441
0,965 1,81191 0,985 2,17009
0,966 1,82501 0,986 2,19729
0,967 1,83842 0,987 2,22621
0,968 1,85218 0,988 2,25713
0,969 1,86630 0,989 2,29037

Zdroj: [4]
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Tabulky

Tabulka 3. - Kritické hodnoty znaménkového testu

α = 0, 05
n k1 k2

6 0 6
7 0 7
8 0 8
9 1 8
10 1 9
11 1 10
12 2 10
13 2 11
14 2 12
15 3 12
16 3 13
17 4 13
18 4 14
19 4 15
20 5 15

Zdroj: [4]
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Tabulky

Tabulka 4. - Kritické hodnoty jednovýběrového Wilcoxonova testu

α = 0, 05
n kritická hodnota
6 0
7 2
8 3
9 5
10 8
11 10
12 13
13 17
14 21
15 25
16 29
17 34
18 40
19 46
20 52
21 58
22 65
23 73
24 81
25 89
26 98
27 107
28 116
29 126
30 137

Zdroj: [4]
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Tabulky

Tabulka 5. - Kritické hodnoty dvouvýběrového Wilcoxonova testu

n
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 -
2 - -
3 - - -
4 - - - 0
5 - - 0 1 2
6 - - 1 2 3 5
7 - - 1 3 5 6 8
8 - 0 2 4 6 8 10 13
9 - 0 2 4 7 10 12 15 17
10 - 0 3 5 8 11 14 17 20 23
11 - 0 3 6 9 13 16 19 23 26
12 - 1 4 7 11 14 18 22 26 29
13 - 1 4 8 12 16 20 24 28 33
14 - 1 5 9 13 17 22 26 31 36
15 - 1 5 10 14 19 24 29 34 39

Zdroj: [4]
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Tabulky

Tabulka 6. - Kvantily χ2
α(k) Pearsonova rozložeńı

k α = 0, 95
1 3,841
2 5,991
3 7,815
4 9,488
5 11,070
6 12,592
7 14,067
8 15,507
9 16,919
10 18,307
11 19,675
12 21,026
13 22,362
14 23,685
15 24,996

Zdroj: [4]
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